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PREFATA / FOREWORD

Facultatea Fizica, Matematica si Tehnologii Informationale (FMTI), in prezent o
subdiviziune a Universitatii Pedagogice de Stat din Chisinau ”Ion Creanga”, sarbatoreste
95 de ani de la fondare. Facultatea FMT]I este consideratd una din primele facultati ale
invatamantului superior din Republica Moldova. Constituita in anul 1930, in cadrul
Institutului Pedagogic de Stat din Tiraspol, facultatea Fizica si Matematica a contribuit
semnificativ la promovarea educatiei, studiilor si cercetarilor in domeniul matematicii,
fizicii s1 informaticii. De mentionat cd in perioada 02.02.1932 — 27.02.1938 studiile in
cadrul institutiei respective se faceau in limba roméana/moldoveneasca in baza alfabetului
latin. Mai jos vom evidentia unele momente cheie in dezvoltarea facultatii FMTI.

Pentru a pregiti profesori de informatica, prin decizia Ministerului Invitimantului
Superior de la Chisinau, la Institutul Pedagogic de Stat din Tiraspol (IPST), la 15 octombrie
1985, in cadrul facultatii de Fizicd si Matematica, a fost constituitd prima Catedra de
Informatica si Tehnica de Calcul din fosta URSS. Prin ordinul emis de Andrei Hariton, dr.,
profesor universitar, rector IPST, in anul 1985, un discipol al celebrului matematician,
profesorul Eugen Grebenicov, Iulian Marcov, dr. in stiinte matematice, conf. universitar,
este numit seful Catedrei de Informatica si Tehnica de Calcul (ITC).

In anul 1992, deja, in cadrul facultitii Fizici si Matematica activau eficient
urmatoarele 8 catedre: Catedra de Analiza Matematica; Catedra de Algebra; Catedra de
Geometrie; Catedra Metodica Predarii Matematicii; Catedra Fizica Generala; Catedra
Fizica Teoretica; Catedra Metodica Predarii Fizicii; Catedra Informaticd si Tehnicd de
Calcul. Pe 1anga subdiviziunile mentionate functionau circa: 15 laboratoare didactice, doud
laboratoare stiintifice, un Observator astronomic si Planetariu.

Un rezultat exceptional realizat de colectivul facultatii FMTI este faptul ca in anul
2020 membrii FMTI, circa 45 de persoane, erau deja absolut toti doctori in stiinte. Acest
rezultat se datoreaza scolilor de cercetare create in cadrul Facultatii FMTI. Evidentiem in
acest sens urmatoarele:

In cadrul Universitatii de Stat din Tiraspol (UST), incepand cu anii 1970, a fost
constituita scoala de topologie, algebra topologica si aplicatiile ei. Fondator al acestei scoli
a fost academicianul Mitrofan Ciobanu. Directiile de cercetare sunt: clasificarea spatiilor
si functiilor; extensii si compactificari; spatii functionale; algebra topologicd; teoria
descriptiva a multimilor; metode topologice in analiza functionald, optimizare, teoria
masurii si teoria probabilitdtilor etc. Mentiondm cd primele cercetdri topologice in
Moldova au fost efectuate in anii 1957-1964 de catre academicianul Petru Soltan si
profesorii Ivan Parovicenko si Petru Osmatescu. Astdzi se studiaza cu succes spatii Cioban,

spatii Parovicenko, operatii Cioban si se aplicd diverse metode create de M. Ciobanu.
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Conform amintirilor academicianului Mitrofan Cioban: ,,Profesorul P. Osmatescu si
academicianul P. Alexandrov au fost initiatorii organizdrii vestitelor simpozioane
tiraspolene ,,Topologia Generala si Aplicatiile ei”, cu prima editie din 1965, care au fost
un catalizator efectiv al dezvoltarii scolilor matematice din Moldova. In anul 1965,
profesorul P. Osmatescu, la deschiderea Congresului al 111-lea al Scriitorilor din Moldova,
a fost printre primii care au declarat ca alfabetul latin este unicul vesmant natural al limbii
romane care se numeste ,,limba moldoveneasca” in Moldova”.

In cadrul scolii academicianului Mitrofan Cioban, sub conducerea si coordonarea lui
nemijlocita, au fost sustinute peste 25 de teze de doctor si doctor habilitat, inclusiv 17 teze
de doctor si patru teze de doctor habilitat. Reprezentanti ai acestei scoli sunt doctorii
habilitati, profesorii D. Botnaru, L. Calmutchi, L. Chiriac, D. Ipate si doctorii in stiinte D.
Afanas, S. Dumitrascu, H. Attia, N. Dodon, E. Mihailova, A. Alb, A. Tripe, D. Pavel, L.
Sali, A. Sava, M. Pavel, I. Ciobanu, R. Dumbraveanu, N. Ursu.

Un rol important in dezvoltarea didacticilor stiintelor reale si pregatirea cadrelor de
calificare inalta, in cadrul UST, l-a avut academicianul Mitrofan M. Cioban, care in
cooperare cu I. Lupu, dr. habilitat, profesor universitar, A. Hariton, dr., profesor
universitar, in anul 2002, au constituit Scoala Doctorala ,,Teoria si metodologia instruirii”
din cadrul Universitatii de Stat din Tiraspol (cu sediul in Chisinau), care s-a dovedit a fi
unica in Republica Moldova. Cercetarile remarcabile in cadrul scolii respective s-au axat,
in mod special, pe didacticele stiintelor exacte si ale naturii (matematica, fizica,
informaticda, chimie, biologie, geografie). Gratie cercetarilor avansate n domeniul
didacticii, in cadrul Universitatii de Stat din Tiraspol a fost fondat unicul seminar stiintific
de Profil si Consiliul Stiintific Specializat in domeniul didacticii stiintelor exacte si ale
naturii in Republica Moldova. In calitate de conducitori stiintifici, in cadrul Scolii
doctorale ,,Teoria si metodologia instruirii”, au inregistrat rezultate frumoase: Mitrofan
Cioban, dr. hab., prof. univ., academician al ASM; Ilie Lupu, dr.hab., prof. univ.; Andrei
Hariton, dr., prof. univ.; Liubomir Chiriac, dr. hab., prof. univ.; Laurentiu Calmutchii, dr.
hab., prof. univ.; Andrei Braicov, dr. conf. univ.; Viorel Bocancea, dr. conf. univ.; Valeriu
Cabac, dr. prof. univ.; Eduard Coropceanu dr. prof. univ.; Anatol Gremalschi, dr. hab.,
prof. univ.; Vasile Panico, dr., prof. univ. etc. Astfel, pe parcursul ultimilor 20 de ani de
activitate, in cadrul Scolii doctorale respective au fost sustinute 47 de teze doctor in stiinte
- Un rezultat frumos pentru Scoala doctorala din cadrul UST si un rezultat excelent pentru
stiinta pedagogica din tara noastra.

In contextul respectiv, tinem si subliniem faptul ci Adelina Georgescu (1942-2010),
dr., profesor universitar, primul presedinte ROMALI, fondatoarea ,,miscarii pro-matematica
aplicata si industriald” in Romania si Republica Moldova, chiar la I editie a CAIM-ului, in
anul 1993, a formulat problema privind necesitatea abordarii la conferintele ROMAI a

educatiel matematicii si informaticii din prisma inter/transdisciplinarititii ca o solutie
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practicd la provocdrile timpului si a constringerilor cu care se confruntd societatea
moderna. In acest an, in cadrul editiei CAIM XXXII (2025), comemoram 15 ani de la
trecerea in nefiinta a dnei A. Georgescu, dr., prof. universitar. Cercetarile realizate de A.
Georgescu la frontiera dintre diverse domenii stiintifice, contineau un profund spirit
interdisciplinar. Presedintele ROMAI, Adelina Georgescu, 1n parteneriat cu academicianul
Mitrofan Ciobanu, au incurajat si stimulat pe parcursul anilor cooperarea cercetatorilor din
diferite domenii, identificand probleme interdisciplinare, si propunand metode si
instrumente noi de cercetare.

Pentru merite deosebite in domeniul cercetarii si a pregatirii specialistilor de inalta
calificare, inclusiv pentru Republica Moldova, dnei A. Georgescu, dr., prof. universitar, in
anul 2006 i s-a decernat Doctor Honoris Causa al UST - un gest de mandrie pentru
profesorii si studentii Facultatii FMTI, dar si pentru colegii ROMAL In contextul dat, este
necesar de mentionat ca profesorii UST au participat activ la toate editiile CAIM-ului in
calitate de membri ai Comitetului de organizare si Comitetului de Program al Conferintelor
CAIM-1 — CAIM-XXIX. UST a fost co-organizator la 6 editiit CAIM: 3 (1995), 4 (1996),
14 (2006), 20 (2012), 26 (2018), 29 (2022).

Vrem sa credem ca acest volum, care contine lucrari pe subiecte de didacticd din
diferite domenii: matematica, informatica, fizica, biologie etc., va contribui la cooperarea
inter/transdisciplinara intre reprezentantii diverselor stiinte, va fi util profesorilor si
studentilor si, speram noi, ar conduce la cooperare eficientd intre diverse discipline si
domenii de cercetare.

Liubomir CHIRIAC, dr. habilitat, profesor universitar
Maria PAVEL, dr., conferentiar universitar
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Abstract. This paper examines the theoretical mathematical foundations underpinning modern drone
communication systems. It discusses key mathematical models that describe signal propagation,
interference, and attenuation in dynamic aerial environments. Linear algebra is applied to matrix-based
channel modeling and multi-signal processing in space-time domains. Probability theory and stochastic
processes are explored as essential tools for modeling noise and random variables affecting data
transmission. Fourier and Laplace transforms are presented as fundamental instruments in spectral analysis,
facilitating the decomposition of signals and effective noise mitigation. The study also incorporates core
concepts from Shannon’s information theory, including entropy, source coding, and channel coding, which
contribute to enhancing communication efficiency and reliability. The article underscores the integral
relationship between mathematical theory and the performance of drone-based communication systems,
providing a comprehensive and applicable framework for further research and development in the field.
Keywords: drone communications, linear algebra, stochastic processes, transforms, information theory,
signal analysis.

FUNDAMENTE TEORETICE ALE MATEMATICII APLICATE
N COMUNICATIILE CU DRONE

Rezumat. Aceasta lucrare examineazd fundamentele matematice teoretice care stau la baza sistemelor
modeme de comunicatii cu drone. Sunt analizate modelele matematice esentiale pentru descrierea
propagarii semnalului, interferentelor si atenudrii Tn medii aeriene dinamice. Algebra liniard este aplicatd
in modelarea matriciald a canalelor de comunicatie si in procesarea semnalelor multiple in cadrul spatio-
temporal. Teoria probabilititilor si procesele aleatoare sunt explorate ca instrumente esentiale in modelarea
zgomotului si a variabilelor aleatoare care afecteaza transmisia datelor. Transformatele Fourier si Laplace
sunt prezentate ca instrumente fundamentale 1n analiza spectrala, facilitind descompunerea semnalelor si
atenuarea eficientd a zgomotelor. Lucrarea integreazd, de asemenea, concepte centrale din teoria
informatiei, precum entropia, codificarea sursei si codificarea canalului, in conformitate cu principiile
formulate de Claude Shannon, care contribuie la cresterea eficientei si fiabilitatii comunicatiilor. Studiul

© Adam Corina, Afanas Dorin, Brigalda Arina, 2025 8
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subliniaza relatia esentiald dintre teoria matematica si performanta sistemelor de comunicatii aeriene cu
drone, oferind un cadru teoretic amplu si aplicabil cercetarii si dezvoltarii ulterioare In domeniu.
Cuvinte-cheie: comunicatii cu drone, algebra liniard, procese stocastice, transformate, teoria informatiei,

analiza semnalelor.

Introduction

In the context of the accelerated evolution of digital communication technologies, the
development of rigorous theoretical models becomes essential for understanding and
optimizing information transmission. Communication is no longer viewed exclusively as a
technological process, but as a complex system in which mathematics provides the language
and tools necessary for abstracting phenomena, describing the behavior of transmission
channels and designing efficient solutions. In this context, mathematical foundations do not
only represent a theoretical basis, but constitute a true integrative mechanism for analysis,
simulation and decision in modern communication architectures [7].

The present paper aims to investigate, in a structured manner, the main mathematical
components involved in communication processes, with an emphasis on their practical
applicability. It starts from the construction of mathematical models that define the
essential relationships between the information source, the transmission channel and the
receiver [2, 10]. These models are indispensable in the design of robust systems, capable
of operating in conditions of noise, interference and signal loss. Next, linear algebra is
approached from the perspective of signal analysis and processing, especially in multi-
channel systems and in matrix-based communication, frequently encountered in MIMO
(Multiple Input Multiple Output) technologies [9].

A central role is played by probability theory and random processes, indispensable
for modeling the stochastic nature of signals and noise [11]. They allow the estimation of
system performance in variable statistical regimes and provide a framework for optimizing
decisions at the receiver level [6]. On this basis, frequency domain analysis is built, using
the Fourier transform and, in certain contexts of nonlinear or transient systems, the Laplace
transform [3 — 5]. These mathematical tools facilitate the spectral interpretation of signals,
the determination of the optimal filter and the analysis of the system response in dynamic
regime.

Last but not least, the paper integrates the fundamental concepts of information
theory, formulated by Claude Shannon [8], such as entropy, channel capacity, and the
principles of source and channel coding [1]. These concepts provide a formal measure of
uncertainty and communication efficiency, representing the theoretical foundation for
modern standards of compression and error correction.

By combining these elements, the paper proposes a unified perspective on
mathematics applied to communications, highlighting not only the theoretical foundations,

© Adam Corina, Afanas Dorin, Brigalda Arina, 2025 9
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but also their direct relevance for the development of advanced communication systems,

including airborne, distributed, or autonomous ones.

1. Mathematical models in communications

In modern communications, mathematical models play a key role in describing,
analyzing, and optimizing the process of transmitting information. These models allow
engineers and researchers to simulate the behavior of real systems, predict performance,
and design efficient transmission and reception protocols. In general, a mathematical model
in communications is a symbolic formulation of the relationships between the system
parameters: signal, channel, noise, and receiver.

A typical communication system can be represented mathematically by the following

scheme:

encode channel decode .
x(t) — s(t) —— r(t) — 2(0),

where:
e x(¢) is the original signal (information);
e 5(?) is the transmitted signal, the result of the encoding;
e 7(?) 1s the received signal, affected by the channel and noise;
e X(t) is the estimate of the original signal after decoding.
Each stage of this transmission is mathematically modeled by specific functions or
equations, depending on the nature of the signal and the propagation medium.
The transmitted signal s(f) can be modeled as a deterministic or random function.
In digital communications, signals are often represented as sequences of pulses or binary
waveforms, each associated with a symbol. Mathematically, we can describe a digital
signal as a weighted sum of basis functions:

SO = ) ay- gt —nT),

n

where:
e g, are the symbolic coefficients (for example: bits 0 and 1);
e (1) is the basic waveform,;
e T'is the symbol period.

Spectral analysis (through Fourier transforms) allows the study of the component
frequencies of the signal and the choice of the optimal spectrum for transmission.

The communication channel is the physical medium through which the signal
propagates, and is frequently mathematically modeled by a linear system with impulse
response A(t). In a convolutional representation: »(¢) = s(¢)*h(¢) + n(¢), where:

e () is the received signal;

e /(1) is the impulse response of the channel;

© Adam Corina, Afanas Dorin, Brigalda Arina, 2025 10
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e n(?) is the additive noise (usually modeled as a stochastic process).

A particular case is the additive white Gaussian noise (AWGN) channel, where:

r(¢) = s(t) + n(1), n(t) ~ N(O, %).

This model is frequently used in theoretical studies because it allows for a simplified
analytical analysis of performance.

In more realistic contexts, such as mobile or drone communications, fading channel
models are used, such as:

e Rayleigh model: when the signal arrives via multiple indirect paths (multi-path);
e Rician model: when there is also a direct component (line of sight).

In order to improve the reliability of transmissions, information is encoded using
error-correcting codes, described by linear algebra and finite field theory. Let a message
be represented by a vector m € EX, and the applied code is a linear code with generator
matrix G: ¢ = mi - G, where ¢ € F* is the encoded vector, and n > k. Decoding involves the

use of a parity matrix H for error detection and correction: § = 7- H”, where § is the
syndrome indicating the possible positions of errors in the received vector 7.

Transmission in an unreliable environment requires probabilistic error modeling.
Binary Symmetric Channel (BSC) channels, with probability p of error per bit, are modeled
by Markov chains or Shannon formulas: C = 1 — H(p), where C is the channel capacity,
and

H(p) = - plogzp — (1 - p) loga(1 — p)
1s the binary entropy. These models are the basis for designing channel codes that approach
the maximum theoretical error-free transmission capacity (Shannon limit).

In the case of distributed communications (e.g. drone networks), the network can be
modeled by a directed graph G = (V, E), where:

e Jis the set of nodes (drones, relays, stations);
e Fis the set of communication links.

Routing algorithms (Dijkstra, Bellman-Ford) are applied to optimize transmissions
based on latency, capacity or energy consumption. The network topology can be dynamic,
being affected by the movement of drones, which requires temporal models (dynamic
graphs or mobile ad-hoc networks - MANET).

2. Linear algebra and signal analysis in drone communications

In the architecture of aerial drone communication systems, linear algebra and signal
analysis constitute two fundamental pillars. These branches of mathematics allow the
description and optimization of the processes of encoding, transmission, filtering and
detection of signals in a dynamic, complex and error-prone environment.

© Adam Corina, Afanas Dorin, Brigalda Arina, 2025 11
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2.1. Linear algebra in drone communication systems

In digital communications, signals can be represented as vectors in vector spaces
defined over number fields. Each signal is a vector § € R™ or C", where each component
corresponds to a sample or symbol. Signal combining, transforming, and filtering
operations are based on concepts such as:

e vector spaces;

e orthogonal bases;

e linear projections;

e linear (matrix) transformations.

They are used in signal equalization, data compression, and noise reduction.

Modern communication systems use MIMO (Multiple Input, Multiple Output)
technologies to increase the transfer rate by using multiple antennas simultaneously. The
mathematical model of MIMO is formulated as: y = HX + 1, where

e X € C': the transmitted signal (¢ transmitters);
e y € C": the received signal (r receivers);

e H € C™: the channel matrix;

e 1 the noise.

The estimation of the transmitted signal is performed by matrix inversion or
decomposition methods (SVD, QR), which are essential algorithms in numerical linear
algebra applied to drone communications.

2.2. Signal analysis in drone communications

The signals transmitted by drones are analyzed in both the time and frequency

domains. Key techniques include:

e Fourier Transform (FT) — for spectral component analysis:

oo

S(f) = f s(t)e~ T2t gt

e Discrete Fourier Transform (DFT) — used in onboard DSPs:
N-1

Xk — z X, - e—jann/N.
n=0
e FFT (Fast Fourier Transform) — for real-time processing.

Drones have limited operating frequencies and use digital filters adapted to eliminate
interfering components and extract useful signals.

Binary signals are modulated into analog forms for transmission. Mathematically, this
process involves combining the basic signal m(f) with a carrier cos(2mf.t). The most
common techniques:

e PSK (Phase Shift Keying);

© Adam Corina, Afanas Dorin, Brigalda Arina, 2025 12



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

e  QAM (Quadrature Amplitude Modulation);
e OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing) — used extensively in UAV
communications for fast and robust transmissions.

OFDM is mathematically modeled as a sum of orthogonal signals:

N-1
S(t) — Z Xk . ejanAft’
k=0

where X; are coefficients modulated on orthogonal frequencies Af.
Upon reception, the signal is filtered through digital FIR/IIR filters and compared to
reference signals. Signal detection involves techniques such as:
e correlation (for known signals);
e matched filter — optimal in the presence of white noise;
e ML (Maximum Likelihood) decisions — for probabilistic decoding.

The reconstruction of the transmitted signal involves interpolation and error
correction, all supported by algebraic operations and intensive digital processing.

Thus, if we talk about the integration of the two fields in drone communications, then
we can say that linear algebra provides the discrete structure (vectors, matrices, spaces) of
the communications system, while signal analysis provides the continuous and spectral
perspective of the processed signals. In real drone systems:

e communication between drones and stations is modeled through fading matrix
channels (Rayleigh, Rician model);

e signal precoding is done using SVD decompositions for MIMO channels;

e filtering and detection are based on FFT optimized correlation techniques.

Thus, the integration of these two domains allows for reliable, efficient and adaptive
communications in an unpredictable air environment, with time, energy and bandwidth
constraints.

2.3. Examples applied in drone networks

Example 2.3.1. Topological modeling of a UAV network. A network consisting of several

drones can be represented by a directed graph G = (V, E), where V' it's the crowd of drones,
and £ is the set of direct communication connections. Routing algorithms (e.g., Dijkstra)
are applied to determine optimal routes between nodes based on latency and signal loss.

Example 2.3.2. Simulating a MIMO channel between two drones. We consider two drones

equipped with two antennas each: ¥ € C?,y € C?, and the channel is described by the matrix

H € C*2.1If % =[x, x,]7, the transmission is modeled by:
> hy h12) X1 ~
= " + n.
Estimate X it is done by Xx=H"1 y, if H is reversible. SVD decomposition can also
be used for noisy channels.
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Example 2.3.3. Error correction in transmission between drones. Drones can use LDPC

codes to transmit robust data. For example, a 512-bit binary packet is encoded into a 1024-
bit vector using a sparse parity matrix. At reception, iterative decoding based on the Belief
Propagation algorithm allows message reconstruction even with 10-15% of the bits
affected by noise.

Example 2.3.4. Dynamic frequency allocation between drones. In a fleet of drones

communicating simultaneously, real-time spectral analysis is used to avoid interference.
Each drone applies local FFT to detect occupied frequencies and allocate a free band. This
process is automated with machine learning algorithms, but the foundation is the analysis
of signals in the frequency domain.

Thus, the combination of linear algebra and signal analysis enables the design of
robust, efficient, and adaptable communication systems, essential in modern aerial drone
communications, where environmental variations, interference, and mobility create major
challenges. This integration supports the evolution towards autonomous, intelligent, and
dynamic networks.

3. Probability theory and random processes in drone communications
In the era of digital communications, probability theory has become an essential
component of applied mathematics. From information source modeling to channel
estimation and signal detection, uncertainty is omnipresent, and its rigorous treatment
requires advanced tools from probability theory and stochastic processes. In the following,
we aim to outline the theoretical foundations necessary for understanding these phenomena
in modern communications.
3.1. Fundamentals of probability theory in drone communications
A random variable X is a function defined on a probability space (2, F, P), which
associates each result with a real number. In communications, the transmitted signal and
channel noise are often modeled as continuous or discrete random variables. In the context
above:
— Qs the space of possible outcomes (events) (sample space) of a random experiment;
— Fis a c-algebra of events, that is, it is a collection of subsets of €2 that meets certain
conditions (complement closure and countable union) or represents the totality of
"observable" or "interesting" events within the random process;
— P is the measure of probability or likelihood, that is, a function that associates to each
event in F a probability, that is, a number between 0 and 1.
In drone communications £ can represent:
o All possible forms of the analog signal;
e All noise configurations,

e All possible combinations of transmission errors,
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o All bits received at the end of a channel.
Example 3.1.1. If we transmit a bit through a noisy channel, Q = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)},
that is, all combinations between the transmitted and received bit.

In drone communications F, may include events such as:

o “The received signal is greater than a threshold”;

e  “The noise exceeds a certain value’’;

o “The probability that a packet will arrive corrupted”, and F expresses,
o  The probability that the signal will be correctly received,

o The probability of a transmission error;

o  The probability of a delay in a networtk.

The three components 2, F'si P works together like this: a random variable X takes
results from £, "translates" them into real numbers, and then we can use P to calculate
probabilities related to the values of X, through events in F.

Example 3.1.2. Suppose we have a noisy communication channel, where the transmitted
signal is affected by a random variation (Gaussian noise).

e Q:all possible realizations of noise #;

e F: events like "noise > 1V" or "noise is between —0.5V and 0.5 V";

e P:normal noise distribution, for example n ~ N(0, ¢?).

The random variable X = s + n, where s is the signal, models the received signal.
Example 3.1.3. In a noisy binary channel (Binary Symmetric Channel, BSC), the
transmitted symbols X € {0,1} can be altered with a probability of error p, so that P(Y # X)
=p.

Relevant distribution models are:

e Binomial distribution — for modeling the number of errors in data packets;

e  Gaussian distribution — for modeling additive white noise (AWGN),

e  FExponential and Poisson distribution — in network traffic or packet arrival models.
3.2. Stochastic processes and applications

A stochastic process is a family of random variables {X(t): t € T}, where T is the set
of time (discrete or continuous). In communications, such processes describe the evolution
of signals over time, channel fluctuations, or data traffic.

e Markov processes: useful in modeling memory channels;
e Gaussian processes: for white noise or fading channels.
The essential properties are:
e Stationarity: statistics do not change over time;
e Ergodicity: temporal average = ensemble average;
e Correlation and autocorrelation function: tools in signal analysis.
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A communication channel can be modeled by a stochastic process that affects the
transmitted signal. If X(t) is the input signal and Y(t) is the output signal, then the
relationship between them is often expressed as: Y(t) = h(t) » X(t) + N(t), where h(t) is the
impulse response of the channel, and N(t) is the random noise, usually modeled as a
stationary Gaussian process.

In the case of fading channels, the coefficient h(t) is also a random process — with
Rayleigh or Rician distributions.

Application 3.3.1. Probabilistic Coding and Decoding.
e Error-correcting codes, such as LDPC or Turbo codes, rely on posterior probabilities
for decoding.
e The Viterbi algorithm uses Markov models for transmitted sequences.
Application 3.3.2. Channel Estimation and Filtering.
e Bayesian or Kalman filters, both based on probabilistic modeling, are applied for real-
time channel estimation.
e In MIMO systems, stochastic models are essential for separating signal streams.

In information theory the capacity C of a channel Y = X + N, cu N ~ N(0, ¢?), is given

by the formula:

1 P
C = Elog2 (1 + ?) [bps/Hz],

where P is the signal strength and ¢ noise power — expression derived using probability
theory.

4. Integral transforms in drone signal analysis: Fourier and Laplace

Integral transforms, especially the Fourier transform and the Laplace transform, are
fundamental tools in signal analysis, having essential applications in modern
communications, drone control and navigation systems. These transforms allow the
representation of signals in alternative domains (frequency or complex), facilitating the
analysis of the temporal and spectral behavior of dynamic systems.
4.1. Fourier transform in drone signal analysis

Applications of the Fourier transform in drone systems are:

e Radio communications analysis: Signals transmitted and received by drones (e.g.:
telemetry, flight commands) are analyzed in frequency to eliminate noise and
interference. Especially in the ISM bands (2.4 GHz, 5.8 GHz), Fourier allows the
design of efficient digital filters.

e Control signal spectrum: Commands sent to motors can be analyzed by FFT (Fast

Fourier Transform) to detect unwanted oscillations or mechanical vibrations.
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e Feedback stabilization: The frequency response of drones to stabilization commands
1s essential for automatic control. Fourier analysis is applied to understand the
behavior of the system in sinusoidal mode (bode plots, phase edges).

e Discretization — FFT: in the implementation on the drone's onboard microcontrollers,
the signals are processed digitally. Thus, the Discrete Fourier Transform (DFT) and
the FFT algorithm are used, which allows for rapid analysis of discrete signals in real
time.

4.2. Laplace transform in modeling drone dynamic systems
The Laplace transform of a function x(t) (with support at t > 0) is:

X(s) =fx(t)e‘5tdt, s €EC,

0
where s = ¢ + jw. The Laplace transform allows not only the transition to the frequency

domain, but also the analysis of the stability and transient behavior of the system.

Drones can be modeled as dynamic systems with inputs (commands) and outputs
(position, velocity). For example, a simplified model of the vertical response (altitude) to
an acceleration command can be expressed by a second-order differential equation:

mZ(t) + cz(t) + kz(t) = u(t).
Applying the Laplace transform:
Z(s) 1
U(s) T ms2tces+k
This transfer function allows for the analysis of the stability and performance of the

ms2Z(s)+ csZ(s)+ kZ(s) = U(s) =

drone, as well as the design of PID or other controllers (e.g., LQR).
The poles of the transfer function provide information about stability. If all poles are
in the left half of the complex plane (Re(s) < 0), then the system is stable.
The inverse Laplace transform is used to obtain the time behavior of the drone (e.g.,
response time, surge, damping). This application is called “impulse and step response”.
Table 1 compares the Fourier and Laplace applications.
Table 1. Comparison of Fourier vs Laplace applications

Characteristic Fourier transform Laplace transform
Field Time < Actual frequency Time <> Complex domain
Main application Spectral analysis (frequencies, Modeling and analysis of
filters) dynamic systems
Use in drones Radio communications, Motion control, stability, PID
electrical signals design
Physical interpretation Sinusoidal signal components Transient and steady-state
behavior

4.3. Concrete examples from drone systems

Example 4.3.1. OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing) communications.

Modern drones (especially 5G or HD video transmission) use OFDM modulation. Each
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subchannel is analyzed and generated by inverse Fourier transforms (IFFT) and FFT for
reception, ensuring robust parallel transmission to interference and fading.

Example 4.3.2. Rotor vibration analysis. IMU (Inertial Measurement Unit) sensors take
accelerations that can be analyzed by FFT to detect mechanical imbalances in the rotor

blades. Identification of high-frequency components signals mechanical anomalies.
Example 4.3.3. Altitude controller design. Modeling vertical flight through differential
equations allows the application of the Laplace transform to create optimized PID

controllers (using frequency response and pole placement).
Figure 1 illustrates two essential graphs in the analysis of drone signals.

Composite signal with noise (time domain)

Amplitude
o w

|
(%]
T

0.0 0.2 04 _ 0.6 0.8 1.0
Fime (s)
Signal spectrum (Fourier Transform)
1.0
~ 08
£ o6
S04t
< 02
0.0 H i M i — i
0 100 200 300 400 500

Frequency (Hz)
Figure 1. Signal analysis in the time and frequency domain

— Time domain: the first graph represents a signal composed of two sine waves (50
Hz and 120 Hz), to which white Gaussian noise has been added, simulating a
communication or control signal received by the drone sensors. This accurately reflects the
real conditions in the air environment, where useful signals are disturbed by noise and
interference.

— Frequency domain — Fourier Transform: the second graph shows the result of the
FFT analysis: the frequency spectrum. The two main components at 50 Hz and 120 Hz can
be clearly observed, which demonstrates the power of the Fourier method in extracting
significant frequencies even in the presence of noise.

The same code can be implemented in MATLAB as follows (fig. 2):
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S subplot(2,1,1)
L =
- pLot(t,x)
title('Semnal in timp')
xlabel('Timp [s1')
X = B.7*sin(2*pi*50%t) + sin(2*pi*120*t); ylabel(*Amplitudine")
X =X + 2% (size(t));
subplot(2,1,2)
Y = fft(x); plot(f,P1)
P2 = abs(Y/L); title('Spectrul semnalului‘)
P1 = P2(1:L/2+1); xlabel(Fre i

P1(2:end-1) = 2*P1(2:end-1);

f = Fs*(@:(L/2))/L;

Figure 2. Equivalent MATLAB example
In Simulink, a drone altitude control model (with Laplace) might include:

ylabel( " |P1(f)|"')

Reference input — Desired altitude.
1

PID controller — Designed based on the transfer function: G(s) = T

Drone transfer function — Transfer Fen block.
Simulated noise or external disturbances — Noise or Step blocks.

Position feedback — Simulate altitude sensor.

SANRAIIE I S

Scope and Display block — to visualize the evolution over time.

Figure 3 shows an illustrative block diagram of the drone altitude control simulation.

Desired T\, :
PID dynamics Altjtude

altitude

2
ms +cs+k

I'he wind

Altitude
measurement

Figure 3. Illustrative block diagram of drone altitude control simulation

Kp = 35; Ki = 5@; Kd = 10;
C = pid(Kp, Ki, Kd);
clear; clc; close all

T_closed = feedback(C*G, 1);

m 1.5;
c = 2.8;
k = 10.0; t = 8:0.01:10;
step(T_closed, t)
title('Raspunsul in timp al dronei la o comanda de altitudine (cu PID
num = 1; xlabel('Tim

den = [m c k]; ylabel( 'Altitudine [m]"')

G = tf(num, den); grid on

Figure 4. Altitude control with PID controller
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Above is a complete MATLAB code (Fig. 4) to simulate the altitude control of a
drone using a 2nd order model and a PID controller. This example can be implemented in
MATLAB directly or transferred to Simulink via block equivalents.

In Simulink, the equivalent of this code can be constructed as follows:

Required blocks:

e Step — for the “Desired Altitude” reference

e Sum — for error (Reference - Feedback)

e PID Controller — PID block configured with K, Ki, K4

e Transfer Fcn — with numerator 1, denominator [m ¢ k]

e Scope — for altitude visualization

e Feedback loop — wire that takes the output back to the input
Simulink Steps:
Create a new model.
Add the above blocks.
Configure the transfer function: [1]/[1.5 2 10].
Configure the PID controller: K, = 35, K; =50, Ks= 10.
Connect the blocks according to the block diagram (as you received in the image).
Run the simulation for 10 seconds.

NSk =

Open Scope — observe the system response.

This system controls the altitude of a drone starting from a desired altitude (e.g., 1
m), and the PID controller adjusts the thrust in such a way that the error (the difference
between the desired and current altitude) is reduced quickly and with minimal oscillations.

5. Coding, entropy and information theory in drone communications
Information theory, founded by Claude Shannon in 1948, provides a rigorous
mathematical framework for analyzing information transmission and processing. In
modern drone communication systems, this theory underlies:
e Wireless channel design (RF, 4G/5G, LoRa);
e Source and channel coding;
e (Capacity and error rate estimation;
e Optimization of data flows between drones and ground stations or other drones (ad-
hoc networks).
5.1. Entropy — the measure of uncertainty
The entropy H(X) of a discrete random variable X with probability distribution P(x;)
is: HX) = — Y=, P(x;)log, P(x;) [bit].

This measures the average amount of information contained in transmitted messages.
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Example 5.1.1. Drone telemetry. Let us assume that a drone periodically sends messages

about its state:
e “Stable flight” — 0.6
e  “Minor vibration” — 0.3
e “Fault”-0.1
Then the entropy is:
H(X) =-[0.610g20.6 + 0.310220.3 + 0.110g20.1] = 1.295 (bits).
This is the average amount of information that needs to be transmitted per message,
and serves as a theoretical lower limit for encoding.
5.2. Information encoding
Source coding is mainly aimed at reducing the redundancy of the data transmitted by
the drone:
e Huffman codes — generate variable length codes, optimized according to the
frequency of message occurrence.
Example 5.2.1. The above messages can be Huffman encoded to achieve an average rate
close to entropy (~1.3 bits/symbol).
Channel coding aims to protect information against errors in the radio channel:
e Linear codes: Hamming, BCH, LDPC — detect and correct errors.
e Convolutional codes: used in drones for real-time transmissions (e.g. video),
combined with Viterbi decoding.
e Turbo and LDPC codes: used in 5G communications and low-latency drone
networks.
Drones often use noisy wireless bands. For the additive Gaussian noise (AWGN)
channel
Y =X+ N, where N ~ N(0, ¢°), the maximum transmission capacity is:

1 P o
C = Elog2 (1 + ?) [biti/s/Hz],

where P is the signal power, and ¢° is the power of the noise.
If the drone transmits with a signal-to-noise ratio (SNR) of 10 (i.e. 10 dB), then:

1
C = Elogz(l + 10) ~1,73 (biti/s/Hz).

This means that in each Hz of bandwidth, the drone can theoretically transmit 1.73
bits per second without errors — if an ideal encoding is used.
Example 5.2.2. Video transmission and advanced encoding.

e HD or 4K video transmissions from FPV (First Person View) drones use entropic
coding (e.g. H.265) and adaptive error correction.
e The channel encoding is dynamically adapted depending on SNR and interference.
Example 5.2.3. Mesh networks between drones.
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e Ad-hoc networks between drones use robust codes to maintain communication even
in the case of mobility and blocking of some nodes.
e Channel entropy is estimated in real time for efficient allocation of radio resources.
Example 5.2.4. Control and redundancy protocols.

e C(ritical messages (e.g. "Land immediately!") are transmitted with Reed-Solomon
codes or repeated codes for maximum reliability.

e In some military applications, the codes are combined with encryption to ensure

confidentiality.

Figure 5 shows the MATLAB code — Entropy and Huffman coding for drones.
matlab
symbols = {'Zbor stabil', ‘vibratie', 'Defectiune'};

p =[0.6 0.3 0.1];

H = -sum(p .* log2(p));
fprintf('Entropia sursei: %.3f biti/simbol\n', H)

dict = huffmandict(symbols, p);

S]_g = { ‘Zbor stabil', 'vibratie', 'Zbor stabil®', 'Defe iune’ }3
huffsig = huffmanenco(sig, dict);
disp('Cod Huffman:'); disp(huffsig)

Figure 5. MATLAB code — Entropy and Huffman coding for drones

Below we present a complete simulation in Simulink for a noisy channel (AWGN —
Additive White Gaussian Noise), adapted to the context of drone communications, along
with explanations and initialization MATLAB code.

We model a communication channel between a drone and a ground station, where the
transmitted signal is affected by additive white Gaussian noise. We will analyze:

e Transmitting a binary signal (e.g., 0 and 1).
¢ Adding noise.
e Decoding the signal.
e Comparing the transmitted and received signal.
The components of the Simulink model are shown in Table 2.
Table 2. Blocks used

Block Function
Random Integer Generator Generates the binary input signal (0/1)
BPSK Modulator Baseband Signal modulation (Binary Phase Shift Keying)
AWGN Channel Add Gaussian white noise
BPSK Demodulator Baseband Recovers the transmitted signal
Error Rate Calculation Compare the original signal with the received one
Scope View signals
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The steps in Simulink will be:
Step 1: Signal Generation
e Random Integer Generator: Set “M-ary number” = 2; “Sample time” = le-4.
Step 2: BPSK Modulation
e BPSK Baseband Modulator.
Step 3: Noisy Channel
e AWGN Channel
— SNR (dB): start with 5 dB (you can vary 0 — 20)
— Input signal power: set automatically or manually (for example: 1 W).
Step 4: Demodulation
e BPSK Demodulator Baseband.
Step 5: Error Calculation
e Error Rate Calculation
— Connect "Tx" (original signal)
— Connect "Rx" (decoded signal)
— Enable the "Output data port" option.
Step 6: View
Scope connected to the output of the noisy channel to observe the distortions.
In figure 6 we present the MATLAB initialization code.
In the simulation we will obtain:
e Ifthe SNR is low (ex: 0 dB), the signal will be strongly affected — high error rate.
e Ifthe SNR is high (>10 dB), the signal is clear, and the error rate approaches 0.
e We can view the difference in the Scope block, as well as the error rate in the Error
Rate Calculation block.

matlab

symbols = {'Zbor stabil', 'vibratie', 'Defectiune'};

p=[0.6 0.3 0.1];

H = -sum(p .* log2(p));

fprintf('Entropia sursei: %.3f biti/simbol\n', H)

dict = huffmandict(symbols, p);

sig = {'Zbor stabil', 'vibratie', 'Zbor stabil®', ‘'Defectiune’};

huffsig = huffmanenco(sig, dict);
disp('Cod Huffman:'); disp(huffsig)

Figure 6. MATLAB initialization code
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Possible extensions may be:

e  Adding error correction codes (e.g., Hamming code) at the physical layer level, prior
to the transmission process.
e  Automatic variation of the signal-to-noise ratio (SNR) and generation of the BER

(Bit Error Rate) curve, according to Fig. 7.

e  Replacement of the BPSK modulation scheme with QPSK or 16-QAM, to support
advanced drone communications.

The graph above illustrates the theoretical BER (Bit Error Rate) curve for BPSK
modulation in an AWGN (Additive White Gaussian Noise) channel, as a function of the
signal-to-noise ratio (SNR) expressed in dB.

Observations:

e At SNR =0 dB, the error rate is high (~7.8%).

e Increasing the SNR significantly reduces the BER (to 10 dB).

e The curve drops off exponentially — shows the efficiency of BPSK under better
signal conditions.

This analysis is essential in the design of drone communication systems, as it allows
the choice of the appropriate modulation scheme depending on the channel conditions.

Conclusions

Mathematical models applied to drone communications constitute an indispensable
foundation for the design, optimization and expansion of modern aerial transmission
systems. From differential equations describing the propagation of electromagnetic waves,
to the use of linear algebra in precoding, to stochastic modeling of the communication
channel, mathematics provides a rigorous framework for the formalization and analysis of
each technical aspect. In the context of advanced communications, such as those between
drones or in 6G networks, the complexity of mathematical models increases significantly,
but at the same time, their potential to support scalable, resilient and intelligent
architectures also increases.

Linear algebra and signal analysis are essential components in the architecture of
modern drone communications, providing both a discrete structural framework and the
tools for processing signals in the time and frequency domains. Linear algebra facilitates
the modeling and solving of multi-antenna (MIMO) transmission problems, channel
estimation, and the application of precoding and decoding techniques using vectors,
matrices, and linear transformations. In parallel, signal analysis allows the identification
and extraction of useful components, noise removal, and the efficient application of
modulation, multiplexing, and spectral filtering methods. The integration of these two
fields allows for realistic modeling of aerial channels, treatment of fading and interference
effects, and adaptive optimization of resources in real time through efficient algorithms
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such as FFT and fast numerical methods. Applied examples — from topological modeling
of UAV networks to adaptive frequency allocation and the use of error-correcting codes
(such as LDPC) — highlight the versatility and direct applicability of these mathematical
tools in dynamic environments.
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Figure 7. BER curve versus SNR for BPSK (AWGN chanel)

The synergy between linear algebra and signal analysis constitutes the solid
foundation of drone communications, contributing decisively to the development of
reliable, efficient and scalable transmission systems. This integration not only allows
communications to be supported in extreme conditions, but also creates the premises for
the implementation of intelligent autonomous networks, specific to emerging applications:
smart drones, aerial mesh networks, collaborative control and distributed aerial
communication systems.

At the same time, probability theory and random processes play a central role in
dealing with uncertainty in the communication chain — from signal generation, to
transmission, detection and decision. Stochastic models allow for the realistic description
of time-varying channels, error estimation, performance analysis and the design of optimal
decision algorithms. In a future dominated by 6G networks, autonomous drones and mobile
IoT devices, the sophistication of these probabilistic models will be an essential condition
for ensuring communication reliability.

On this foundation, the importance of mathematical transforms, especially Fourier
and Laplace, as indispensable tools in the analysis and design of communication systems
integrated in drones arises. The Fourier transform allows for the spectral analysis of signals,
necessary for frequency data manipulation, while the Laplace transform provides a formal
framework for the description and control of continuous dynamic systems. The integration
of these methods into embedded drone platforms directly contributes to flight stabilization,

increased transmission efficiency and automation of the decision-making process.
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Last but not least, Shannon’s information theory provides a solid foundation for
understanding communication boundaries — defining key concepts such as entropy, channel
capacity, source and channel coding. In drone applications, entropy is essential for efficient
data compression, channel coding protects against errors and packet loss, and channel
capacity guides the choice of optimal wireless technologies for different environments. The
practical implementation of these concepts ensures fast, robust and adaptable
transmissions, even in hostile, noisy or highly spectrally congested environments.

Therefore, the synthesis of these mathematical directions — linear algebra, signal
analysis, random processes, transforms and information theory — outlines a solid theoretical
architecture, based on which intelligent, autonomous and resilient aerial networks can be
developed. These foundations not only enable efficient communication between drones,
but also provide the necessary support for future technological developments in the field

of distributed aerial communications.
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Abstract. The paper aims to rigorously substantiate the essential concepts of plane geometry, providing a
coherent theoretical framework for the study of geometric figures, with an emphasis on convex
quadrilaterals. In the first part, the basic notions of plane geometry are presented — points, lines, angles,
distances — as well as the classification and fundamental properties of triangles and quadrilaterals. The
emphasis is on the precise definition of convex figures and their characteristic metric relations.

In the second part of the paper, convex quadrilaterals are analyzed in detail from a metric perspective, using
geometric, trigonometric and analytical methods. The importance of these figures in the construction and
demonstration of fundamental theorems of geometry, as well as in educational and technical-scientific
applications, is highlighted.

The results obtained confirm that the study of convex quadrilaterals, in the context of plane geometry,
contributes to the development of a deep understanding of spatial relations and metric properties,
constituting a solid basis for advanced approaches in the field of applied mathematics and geometric
education.

Keywords: plane geometry, convex figures, quadrilaterals, metric relations, fundamental theorems,
mathematical education.

FUNDAMENTE TEORETICE ALE GEOMETRIEI PLANE CU APLICATII iN
ANALIZA METRICA A PATRULATERELOR CONVEXE

Rezumat. Lucrarea isi propune sd fundamenteze riguros conceptele esentiale ale geometriei plane, oferind
un cadru teoretic coerent pentru studiul figurilor geometrice, cu accent pe patrulaterele convexe. In prima
parte, sunt prezentate notiunile de bazd ale geometriei plane — puncte, drepte, unghiuri, distante — precum
si clasificarea si proprietatile fundamentale ale triunghiurilor si patrulaterelor. Accentul cade pe definirea
precisi a figurilor convexe si pe relatiile metrice caracteristice acestora. In a doua parte a lucririi, sunt
analizate in detaliu patrulaterele convexe din perspectiva metrica, utilizind metode geometrice,
trigonometrice si analitice. Se evidentiaza importanta acestor figuri in constructia si demonstrarea unor
teoreme fundamentale ale geometriei, precum si in aplicatii educationale si tehnico-stiintifice. Rezultatele
obtinute confirmd faptul ci studiul patrulaterelor convexe, In contextul geometriei plane, contribuie la
dezvoltarea unei intelegeri profunde a relatiilor spatiale si a proprietitilor metrice, constituind o baza solida
pentru abordari avansate in domeniul matematicii aplicate si al educatiei geometrice.

Cuvinte-cheie: geometrie pland, figuri convexe, patrulatere, relatii metrice, teoreme fundamentale,
educatie matematica.
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Introduction

Plane geometry is one of the oldest and most fundamental branches of mathematics,
with roots in ancient civilizations, where it was initially developed out of practical needs,
such as measuring land or constructing buildings. In its modern axiomatic form, plane
geometry has its foundations in the Euclidean system formulated in Euclid's Elements, a
work that profoundly influenced the evolution of mathematics for over two millennia. This
framework is based on primary notions such as the point, the line, and the plane, on the
axioms that govern them, and on the logical deduction of geometric properties, giving
geometry a deductive and rigorous character.

In the context of Euclidean plane geometry, geometric figures are central objects of
study, through which spatial relationships, congruence, similarity, distances and angles are
investigated. Among these, convex figures, especially polygons, occupy a special place due
to their analytical and structural properties. A figure is convex if, for any two points in its
interior, the segment joining them lies completely inside the figure — an essential condition
for ensuring regular and predictable geometric behaviors.

In particular, convex quadrilaterals, i.e. polygons with four sides that satisfy the
convexity condition, provide a natural geometric framework for the formulation and
verification of metric theorems, inequalities, constructions, and optimization methods.
They are ubiquitous in practical applications in architecture, computer science, mechanics,
and mathematics education. Their study involves a detailed analysis of the relationships
between sides, angles, diagonals, and areas, using both classical methods (geometric
constructions, elementary proofs) and modern approaches (vectors, matrices, Cartesian
coordinates, dynamic geometry software).

From a didactic perspective, convex figures and their properties represent a point of
confluence between visual and analytical thinking, favoring the development of geometric
intuition and problem-solving skills. They allow the formulation and demonstration of
general results, but also the exploration of particular cases, favoring learning through
discovery.

In conclusion, plane geometry, through the rigorous study of convex figures, provides
an ideal framework for the development of both a solid theoretical background in
mathematics and critical thinking and geometric modeling skills. In this article, the
emphasis 1s placed on the theoretical foundations that govern the metric behavior of plane
figures, with a special interest in convex quadrilaterals, as a relevant example of synthesis
between the abstract and the applicable.

The choice of the topic is justified both by its historical importance in the formation
of mathematical thinking and by its current relevance in education, research and
interdisciplinary applications [6 — 8]. Plane geometry constitutes one of the basic

components of the mathematics curriculum, being the first form of rigorous mathematical
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knowledge with which pupils and students interact systematically. It provides an ideal
framework for initiation into deductive reasoning, the analysis of spatial relationships and
the construction of logical demonstrations — skills essential for the formation of scientific
thinking.

In particular, quadrilaterals — as polygons with four sides — represent a particularly
significant thematic core in plane geometry. These figures synthesize multiple fundamental
concepts, from congruence and parallelism to symmetries, metric invariants and geometric
constructions. Quadrilaterals appear not only in theoretical contexts, but also in numerous
applied situations [1 — 5]: in the modeling of architectural spaces, in the generation of two-
dimensional graphic networks, in the optimization of mechanical structures or in the
visualization of geometric data in CAD and GIS programs. Moreover, the metric approach
to convex quadrilaterals provides a rich framework for analysis, by investigating the
relationships between lengths, angles, areas and diagonals [9 — 11]. This type of analysis
stimulates both a deep understanding of geometric properties and the ability to transfer
knowledge in varied contexts, such as mathematics olympiads, fundamental research or
STEAM education.

Therefore, the proposed topic aims to consolidate the essential theoretical foundations
of plane geometry and systematically explore convex quadrilaterals, not only as geometric
objects, but also as points of convergence between theory, application and pedagogy. Their
study contributes to the formation of a coherent perspective on geometric logic, providing
a solid basis for advanced learning and the applicability of mathematics to real-world
problems.

The present paper aims to rigorously analyze the theoretical foundations of plane
geometry, with a special emphasis on the properties and metric relations of convex figures,
in particular quadrilaterals. Through a systematic and deductive approach, the following
main objectives are sought:

— Systematizing the fundamental concepts of Euclidean plane geometry, by
highlighting the basic notions (point, line, angle, distance), the axiomatic principles
and the essential theorems used in the study of plane figures.

— Classification and characterization of convex quadrilaterals, both from the
perspective of geometric definitions and properties, and from the point of view of the
metric criteria that differentiate them (lengths, angles, areas, diagonals).

— Investigation of fundamental metric relations within convex quadrilaterals.

— Carrying out a comparative analysis between various types of quadrilaterals,
highlighting the symmetry elements, the conditions of inscription in a circle or
tangent to a circle, and the metric implications of these properties.
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— Illustrating the applicability of theoretical results by solving representative geometric
problems, selected from the specialized literature and from mathematical
competitions, which capitalize on the metric properties studied.

— Establishing a teaching and epistemological framework for integrating these concepts
into the teaching-learning process of geometry, offering a coherent vision between
theoretical rigor and educational accessibility.

By achieving these objectives, the work aims not only to consolidate fundamental
knowledge on plane geometry, but also to highlight the essential role that convex
quadrilaterals play in the development of geometric thinking and its application in
mathematical and interdisciplinary contexts.

The methodology adopted in this work is part of the paradigm of fundamental
research, aiming at the rigorous theoretical analysis of geometric concepts and relations in
the Euclidean plane, with an emphasis on the metric structure of convex figures, especially
quadrilaterals. The research process was based on a combination of deductive, analytical
and comparative methods, complemented by geometric modeling and demonstrative
applications.

The central element of the methodology is deductive reasoning, specific to pure
mathematics. For the study of convex quadrilaterals, metric analysis was used, focused on
identifying the relationships between the elements of the figure: lengths of the sides and
diagonals, measures of the angles, heights, areas, semi-perimeters, etc. This method
allowed the comparative evaluation of different types of quadrilaterals and the highlighting
of distinctive characteristics.

To support the theoretical interpretations, geometric constructions were made, which
facilitated the visual simulation of metric properties and was useful in identifying
additional relations or conjectures. These models also had a didactic role, providing a
concrete representation of the geometric abstract.

Another methodological tool was the comparison and classification of metric
theorems that apply to convex figures, especially in the particular cases of inscribed or
tangent quadrilaterals. This method aimed to delimit the conditions of applicability, the
limits and the possible generalizations.

This methodology offers a rigorous and balanced framework, adapted to both the
requirements of theoretical mathematical research and those of educational applicability,

thus contributing to the consolidation of a valid, relevant and replicable scientific approach.

1. General notions of plane geometry: points, lines, angles, distances

Plane geometry, in its classical Euclidean form, is based on a set of primitive concepts
and axioms that are not demonstrated, but accepted as self-evident, from which all other
propositions and theorems are then deduced. At the heart of this system are the fundamental
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notions of point, line, angle, and distance, essential for any geometric construction and for
understanding two-dimensional spatial relationships.
¢ The point: is defined as a geometric object without dimensions, which represents
a precise position or location in the plane. In Euclidean geometry, the point is a primitive
entity, that is, it is not defined by other concepts, but is accepted intuitively. Its graphical
representation is conventional (by a small spot or dot on paper), and symbolically it is
denoted by capital letters: 4, B, P.
¢ Right line: is an infinite sequence of points that extends in both directions without
beginning or end, having only one dimension — length. It is considered a perfectly
rectilinear and infinite geometric shape, and is also a primitive concept. A line can be
determined by two distinct points 4 and B, being denoted either by 4B, either with a
lowercase letter, for example d.
The axioms of Euclidean geometry state that through two distinct points there passes
one and only one straight line.
¢ Angle: is the geometric figure formed by two half-lines that have the same origin,
called the vertex of the angle. The measure of the angle expresses the opening between the
two half-lines and is expressed in sexagesimal degrees (o), radians or other angular units.
Formally, an angle is a geometric quantity associated with rotation between two
directions and can be:
e sharp (0° <a <90°);
e right (a =90°);
e obtuse (90° <a < 180°);
e obtuse or concave (180° < a <360°).
In plane geometry, angles are essential entities for defining triangles, quadrilaterals,
and for studying the relationships of perpendicularity, parallelism, and symmetry.
¢ Distance: the distance between two points 4 and B in the plane is a positive
numerical value expressing the length of the segment 4B, and is one of the most important
metric notions of plane geometry. The fundamental properties of distance include:
e Symmetry: d(4, B) =d(B, A);,
e Identity: d(4, B) =0 if and only if the points 4 and B coincide;
e Triangular inequality: d(4, C) < d(4,B) + d(B, C).
Within a rectangular Cartesian coordinate system, the distance between two points
A(x1; y1) and B(x2; y2) is given by the formula:
d(A,B) = \/(xz —x1)? + (2 —y1)>
This formula is the foundation of analytical methods in plane geometry and is

frequently used to calculate the length of segments, the diagonal in quadrilaterals, and in
determining the geometric locus of points.
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By understanding and correctly using these fundamental notions, the conceptual basis
necessary for exploring more complex geometric structures, such as convex polygons, is

provided, and for developing the metric theorems that underlie all of plane geometry.

2. Triangles and quadrilaterals — definitions and classifications
In plane geometry, the study of polygonal figures is an essential component in
understanding the structure of two-dimensional space. Among the most fundamental and
frequently used figures are triangles and quadrilaterals, which serve both as basic elements
in geometric constructions and as support for the formulation and demonstration of general
theorems regarding metric and angular relationships.
¢ Triangles — definitions and classifications. A triangle is a three-sided polygon
formed by joining three non-collinear points in the plane, called vertices. The segments
joining these points constitute the sides of the triangle, and the angles formed at the
intersection of the sides represent the interior angles of the triangle.
The classification of triangles can be done:
1. By the length of the sides:
e [Equilateral triangle — all three sides are congruent: [AB] = [BC] = [CA], and all the
interior angles measure 60° (fig. 1).
e Isosceles triangle — two sides are congruent: [4B] = [AC], and the angles opposite
them are congruent (fig. 2).

e Scalene triangle — all sides have different lengths, and the interior angles are distinct

(fig. 3).
A A
po— H —c B C I
) ) ) Figure 2. Isosceles Figure 3. Scalene
Figure 1. Equilateral triangle ] )
triangle triangle

11. By measuring the angles:
e Acute-angled triangle — all interior angles have measures less than 90¢ (fig. 4).
e Right triangle — has one right angle (90°); the side opposite the right angle is called
the hypotenuse (fig. 5).

e Obtuse triangle — has an angle with a measure greater than 90° (fig. 6).
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Triangles are fundamental figures because any convex polygon can be divided into a

finite number of triangles, and numerous geometric theorems, such as the Pythagorean

theorem, the median theorem, or the vertex opposite angles theorem, are initially

formulated within the triangle and then generalized.

¢ Quadrilaterals — definitions and classifications. A quadrilateral is a polygon

with four sides and four internal angles, whose vertices are conventionally denoted by 4,

B, C, D, united in order. A quadrilateral is convex if the measures of all its interior angles

are less than 180¢, and its diagonals intersect inside the figure.

The classification of convex quadrilaterals is carried out according to various

geometric criteria:

1. According to the parallelism of the sides:

Parallelogram — has opposite sides parallel two by two; opposite angles are congruent,

and diagonals intersect in the middle (fig. 7).

Rectangle — parallelogram with one right angle (90°); the diagonals are congruent

(fig. 8).

Rhombus — parallelogram with all sides congruent; diagonals are perpendicular and

bisect each other (fig. 9).
A

0
B c
Figure 7. Parallelogram
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Figure 9. Rhombus
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Square — has all the properties of a rectangle and a rhombus; it is the quadrilateral

with the highest degree of symmetry (fig. 10).

Trapezoid — has only one pair of parallel opposite sides (fig. 11).

— Isosceles trapezoid — the non-parallel sides are congruent, and the angles at the
large base are congruent (fig. 12).

— Rectangular trapezoid — has two right angles (fig. 13).

Kite (deltoid) — has two pairs of congruent adjacent sides; the diagonals are

perpendicular, one being the axis of symmetry (fig. 14).

D c g Q Dp——C
g%
X A
\\
\\
\\ /.»' \\
B / { A0 o B
Figure 11. Any Figure 12. Isosceles Figure 13. Rectangular

trapezoid trapezoid trapezoid

Figure 14. Kite (deltoid)

11. After inscribing a circle or tangent to a circle:

Cyclic quadrilateral — can be inscribed in a circle; the sum of the measures of the
opposite angles is equal to 180° (fig. 15).

Tangential quadrilateral — admits a circle tangent to all sides; the sum of the lengths
of the opposite sides is equal (fig. 16).

This classification allows quadrilaterals to be treated not just as simple polygonal

figures, but as figures with distinct metric properties, which can be investigated by

geometric, trigonometric, or analytical methods.

The systematic study of triangles and quadrilaterals provides a solid basis for the

development of the theory of plane figures, constituting the foundation on which metric

relations and advanced theorems in plane geometry are built.
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Figure 15. Cyclic quadrilateral Figure 16. Tangential quadrilateral
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3. Fundamental properties of convex quadrilaterals

Convex quadrilaterals are an essential class of geometric figures studied in plane
geometry, characterized by topological stability and predictable metric behavior. Beyond
their simple definition as polygons with four sides and four angles, these figures acquire
particular importance due to the metric, angular, and structural properties that differentiate
them and make them useful in theory and applications.
Definition 3.1. 4 convex quadrilateral is a polygonal figure with four vertices and four
sides, in which the measures of all interior angles are less than 180°, and any segment that
Jjoins two points inside the figure lies completely inside it.

Convexity ensures predictability of angles and regular geometric behavior, essential
aspects in theoretical and practical treatment.

e The sum of the measures of the angles of a convex quadrilateral. One of the most

fundamental properties is that the sum of the measures of the interior angles of any convex
quadrilateral is constant and equal to 360°:
m(£ A) +m(£ B) + m(£ C) + m(£ D) =360°.
This relationship derives directly from dividing the quadrilateral into two triangles,
each having the sum of the measures of the angles of 180°.

e Diagonals and their intersection. The convex quadrilateral has two diagonals (4C and

BD), which always intersect inside the figure. Their intersection:
— divides the quadrilateral into four adjacent triangles;
— allows the formulation of useful metric relations, including in the study of area and
symmetry;
— plays a central role in the characterization of special quadrilaterals (cyclic, tangent,
orthodiagonal, etc.).

e General formula for the area of a convex quadrilateral. For an arbitrary convex

quadrilateral, the area does not have a universal formula, but can be expressed in terms of
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the lengths of the sides and the measure of the angle between the diagonals. In special cases

we have:
— Brahmagupta's formula (for cyclic quadrilaterals):
A={p-a@-bp-p-d),
where p = Hbzﬂ is the semiperimeter of the quadrilateral.

— For quadrilaterals with perpendicular diagonals:
1
A - E ’dl 'dz.

e Metric inequalities and symmetries. Convex quadrilaterals obey a number of metric

inequalities, such as:
AB+CD>AD + BCor AB+ CD <AD + BC
depending on the shape of the quadrilateral.
Also, axial or central symmetries appear in particular cases, such as the parallelogram
or rectangle, which are subclasses of convex quadrilaterals with a high degree of regularity.

e Applications of convex quadrilaterals. Due to their well-defined properties, convex

quadrilaterals are frequently used in:
— computer-aided geometric modeling (CAD);
— triangulation algorithms in computer science;
— topographic measurements and architecture;

— teaching geometry in middle and high school education.

Conclusions

Plane geometry remains a fundamental field of mathematics, providing a rigorous
framework for understanding spatial relationships and properties of two-dimensional
figures. Its theoretical foundations — based on points, lines, angles, and distances — form
the basis of all geometric construction.

Convex quadrilaterals are central figures in the study of plane geometry, due to their
combination of structural simplicity and metric complexity. Their classification and
analysis allow the development of relevant theorems and applications in various contexts,
from education to geometric engineering.

The metric analysis of convex quadrilaterals — through geometric, trigonometric and
analytical methods — highlights the deep connections between the formal properties of the
figures and the numerical relationships that characterize them. This analysis contributes
not only to theoretical understanding, but also to the formation of spatial reasoning and
mathematical argumentation skills.

The paper demonstrates that the integrated approach to plane geometry, combining
fundamental theory with concrete applications, can lead to deeper learning and the
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development of structural mathematical thinking, essential in professional and scientific

training.

New directions of research and applicability are thus opened, such as the extension

of metric analysis to general polygons, the use of computer tools for geometric

visualization, as well as the integration of concepts into the modern educational curriculum,

especially in teaching based on investigation and geometric modeling.
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Rezumat. Tehnologiile de creare a manualelor digitale se dezvoltd in mod continuu. La momentul actual
se dezvolta tehnologii in baza carora utilizatori creeaza manuale cu content digital personalizat si
redactabil. In aceasti lucrare sunt descrise tehnologii de crearea a unor resurselor digitale interactive,
specifice manualelor de matematica pentru invatdmantul gimnazial din Roméania si Republica Moldova.
Cuvinte cheie: manuale digitale interactive, resurse educationale digitale, programare vizuala, software
educationale, evaluare asistata de calculator.

INTERACTIVE ACTIVITIES FOR DIGITAL MATHEMATICS TEXTBOOKS,

GRADE 5. CASE STUDY: ROMANIA - REPUBLIC OF MOLDOVA

Abstract. Technologies for creating digital textbooks are continuously developing. Currently,
technologies are being developed based on which users create textbooks with personalized and editable
digital content. This paper describes technologies for creating interactive digital resources, specific to
mathematics textbooks for secondary education in Romania and the Republic of Moldova.

Keywords: interactive digital textbooks, digital educational resources, visual programming, educational
software, computer-assisted assessment.

1. Introducere

Manualele digitale interactive de matematica pentru clasele gimnaziale se realizeaza
in Romania incepand cu anul 2015. In format digital-interactiv aceste manuale sunt plasate
pe site-ul https://www.manuale.edu.ro/. La momentul actual, pentru clasa a V-a sunt
disponibile 7 variante de manuale, realizate in conformitate cu programa scolara in vigoare

[1]. De regula, aceste manuale contin 3 tipuri de activitati multimedia interactive de

RO

imediat. De exemplu, manualul digital ’Matematica” clasa a V-a elaborat in cadrul editurii
”Paralela 45” [2] contine: 60 de secvente audio/video, 97 imagini statice si 47 activitati
interactive de invatare de tipul (trage si plaseaza, bifeaza varianta corecta, asociaza termeni
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in coloane). Ponderea activitatilor interactive de invatare cu feedback imediat in acest
manual este de 23%. In celelalte manuale, aceasti pondere este de acelasi ordin.

Utilizatori activi ai manualelor digitale de matematica (profesorii/elevii) apreciaza
inalt aplicatiile interactive cu feedback imediat, dar considera ca ponderea lor este mult
prea mica in raport cu multimea mare de exercitii in care se cere de completat lacune in
texte si tabele, de bifat raspunsuri corecte, de apreciere cu adevarat/fals a rezultatelor, de
ordonare crescator/descrescator a valorilor numerice, de rezolvare a cuvintelor incrucisate
(rebusuri) etc.

De asemenea utilizatorii activi solicitd acces la resursele interne ale manualelor
digitale in baza carora contentul manualele digitale ar putea deveni mult mai flexibile de
cat cel al manualele tiparite. La acest moment contentul manualelor digitale utilizate in
Romania este la fel de rigid ca si cel al manualelor tiparite care se modifica o data la patru
ani.

In Republica Moldova nu existd manuale digitale interactive, oficial omologate de
Ministerul Educatiei si Cercetari. La nivel de cercetare stiintifica, in cadrul Universitatii
Pedagogice de Stat ”Ton Creanga” din Chisinau se dezvolta software-le MDIR Constructor
cu ajutorul caruia utilizatori, in baza fisierului *.pdf al unui manual scolar omologat sau de
conceptie proprie, dezvoltd un manual digital interactiv cu content personalizat si
redactabil. Drepturile de autor si conexe pentru MDIR Constructor versiunea 3.0 sunt
inregistrate la AGEPI Republica Moldova [3]. Varianta digitala interactiva a manualului
de Matematica clasa a V-a [4], omologat in Republica Moldova se afla in proces de
dezvoltare in cadrul proiectului de cercetare stiintificd ,,Inovatie in proiectarea si
valorificarea manualelor digitale interactive de matematicid pentru Invatamantul
gimnazial nivel inferior”, cifrul 25.80012.0807.42SE.

Prezentdm, in continuare, citeva activitati digitale interactive, special concepute
pentru manualele de matematica si incluse in versiunea curentd a software-lui MDIR
Constructor.

1. Activitati interactive de tipul ”Completeaza Tabelul”.

In manualele de matematica pentru clasele primare si gimnaziale frecvent sunt
formulate sarcini de tipul: Reproduceti si completati tabelul, Copiaza pe caiet §i
completeaza tabelul etc. Doua exemple de astfel de sarcini sunt reproduse in Fig.1.

Procesul de rezolvare a exercitiilor de acest tip poate fi divizat n 3 etape:

1. Reproducerea/copierea in caietul elevului sau pe tabla;

2. Rezolvarea si completarea celulelor tabelului;

3. Verificarea corectitudinii rezolvarii.
Cronometrarea acestui proces aratd ca majoritatea timpului se foloseste pentru
reproducerea triviala a tabelului in caietul elevului. Completarea celulelor tabelului, de
asemenea este ergonomica, dar utild, deoarece in acest timp se dezvoltd competentele
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vizate in programa scolara. Verificarea corectitudinii rezolvarii testului nu poate fi realizata

de catre elevi, deoarece, de regula, exercitiile de acest tip nu au raspunsuri in manual.

Reproduceti si completati tabelul dupa model: Copiazé pe caietsi completeazé tabelul:

Numarul Rotunjirea Rotunjirea Rotunjirea
zecimal pana la unitati pana la zecimi pand la sutimi a b ¢ a+c a+b+c a-b b-c

12,756 13 12,8 12,76
0,805 1 0.8 0,81 107 29 34

3,418 20 008 268
0,004
i 42305 1085

91,0103 2491 1291 407
45,607

2,7891 931 1509 371

Figura 1. Exemple de sarcini de tipul ” Completeaza tabelul...” [2, 4]

Pentru rezolvare asistatd de calculator a exercitiilor de tip "Completeaza tabelul” in
mediul de programare Delphi au fost create doua aplicatii: TabelTestCreator cu ajutorul
careia utilizatorul creeaza fisierul sursa al testului si TabelTestEvaluator care, in baza
fisierului sursa realizeaza interfata grafica in care utilizatorul rezolva exercitiul si verifica
corectitudine cu feedback imediat. Aceste aplicatii sunt incorporate in software-le MDIR
Constructor.

Aplicatia TabelTestCreator, in MDIR Constructor se acceseaza prin meniul MDIR
Tools>Resource Builders> Completeaza Tabele (fig.2)

Content‘tabe\ I |'(:,§ MDIR Tools = OnLineResources @@9‘ 130-131 Vi*& k FaraSelectare  Zoom x1 [ Labels S/H Resurse Scc

Resource builders L4 Galerie de imagini

PDF Aranjare cuvinte (*.ocpx)

Resources manager Adevarat False

Settings Alegere Multipla c v
Jules Tannery (24 marti
Texte Imagini cu Lacune eforturi s-au indreptat i
Ut ot implicate in gandirea ma

¥y vy

1,432 - 1000 Sortare Cuvinte in Coloane
14,32.0,1 Exclude Intrusul MPARTIREA A DOU!
14,32-0,01 Bifeaza un Rarpuns Corect A V.5.  TRANSFORMAREA
14,32-0,001 MEDIA ARITMETICA
g . Bifeaza Raspunsuri Corecte
Aproximeaza prin adaos la zecimi re . V.S.‘I.impﬁr;lrea unui numar
15,63-10-0%; 4.234.2, SrochEscE 25-54.03.

AsociereCuvinte

Dacda+b=43sib+c=57, calcule
a+2b+c; 2a+3b+1 Completeaza Tabele Bb + 2c. DESCODEI'5

Calculeaza suma a trei numere stiin CrossWord Scolar le doua ori mai O croitoreasa a cumparat: ur
mare decat primul, iar al treilea este cu 12 lei §i un set de 1 000 de ace cu 12
48 7 Copiatipe o f CrossWord (static) ac?

712 Raspuns: Pentru a calcula pretul fi

a b 4 a-b a CrossWord (dinamic) +(a+b) respectiv la 1 000.

1,2 1.5 038 Probleme Clonate Pretul unei foarfeci este egal cu 1.
o || e . Dictéiri

24 36 10,32 Pretul unui nasture este egal cu 3

Eseu/Sarcina libera
06 05
zArhivator Pretul unui ac este egal cu 12:10

Catindica ultimul cantar?

Figura 2. Accesarea aplicatiei TabelTestCreator, incorporata in MDIR Constructor

Ca urmare se deschide aplicatia TabelTestCreator cu ajutorul careia utilizatorul
creeaza fisierul sursd al exercitiului in conformitate cu scenariul descris in manual sau
conceput de utilizator (fig.3).
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@ TabelTestCreator x
TabelTestCreator  Calculator Pascal
AP [fsegoern [ B xDREEEE mEON =@ e HEEE
TestNou Save As HWCelulz | HC + | |\ WC + D_Tab Sus | D_Tab Dr Coleane  Randuri HCelula WCelula Help
- QK
Incarca *.cthl Save MDIR XYCelula | HC- | WC- D_Tab Jos | D_Tab St VerificareTest IL“““—.‘
Designul testului Red. e C Tabel
Enunt Test 111! ‘
Vizualizare Test
Enunt Test 11! @

O

Creare Celule Tabel

Figura 3. Interfata aplicatiei Tabel Test Creator

Pentru realizarea testului, utilizatorul parcurge urmatoarele etape:

1. Seseteazd numarul de coloane si de linii pentru tabel. Pentru exercitiul 11 de la pagina

130 [2] au fost setate 9 coloane si 4 linii.

2. Se apasa butonul OK. Ca urmare 1n fereastra Redactare Constante Tabel apar spatiile

necesare pentru redactarea expresiilor in baza cérora se calculeaza valorile care
urmeaza sa apar in celulele tabelului. Pentru aceste scopuri in MDIR Constructor este
inclus un evaluator de expresii matematice care la acest moment recunoaste operatiile

matematice si functiile prezente in fig. 4.

Figura 4. Operatii si functii predefinite in minicalculatorul MDIR Constructor

Operatii:

+, -, * / div, mod - pentru valori Integer;

X, : - inmultire, impartire;

A - ridicare la putere (243=8)

Functii:

random(n) - genereaza numere aleatore intregi (0..(n-1))

sin(x), cos(x),tan(x), cot(x), sqr(x), sqrt(x),arcsin(x),arccos(x),arctan(x),arccot(x),exp(x), abs(x),In(x)
pi (3.14......), e (2.71828...- numarul natural)

round(x), trunc(x), int(x),power(x,y), random(x)

roundN(x,n) - rotungirea numarului real x pana la n cifre dupa virgula
randR(n1,n2)-generator de numere alleatoare n1,n1+1,...(n2-1)
randG(xm,est)- generator numere aleatoare Gauss

atan2(y,x) - calculeaza unghiul in radiani in sens trigonometric atan2(-2,2)*180/pi=315
min(xy) - caluleaza valoarea minimala dintre x si y, Ex min(4,3)=3

max(x,y) - caluleaza valoarea maximala dintre x si y, Ex max(1,3)=3
cmmdc{x,y) - caculeaza cel mai mic divizor comun

cmmmc(x,y) - caculeaza cel mai mare multiplu comum

fac(x) - caculeaza factorialull fac(3)=3!=6

rst(x) - caculeaza rasturnatul numatrului rst(123)=321

if(x,y)-compard xy; daca x<y, if=-1; x=y, if=-0 x>y, if=1;

([{2+3}+5]+7)- simboluri pentru paranteze

Numere naturale in format roman<=3999 (I, Il... MMMCMXCIX)

shabp(a,b,p)- calculeazd suma numerelor naturale de la a pané la b cu pasul p

3. Se apasa butonul Creare Celule Tabel. Ca urmare in fereastra Designul Testului apare

tabelul cu numarul solicitat de celule, notate prin K00, K01, etc. Pozitia tabelului pe
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fundalul enuntului testului se ajusteaza cu ajutorul butoanelor D _Tab Sus, Jos,
Stanga, Dreapta.

4. Se apasa butonul Vizualizare Test. Ca urmare in fereastra Vizualizare Test apare
tabelul cu informatia generata in baza algoritmului implementat la etapa 2.

5. Daca datele in celulele tabelului se genereaza corect se trece la etapa finala: in
fereastra Design Test, celulele tabelului pentru care informatia urmeaza sa fie ascunsa
se noteaza cu xxx. Dupa reapdsarea butonului Vizualizare Test, interfata aplicatiei

este prezentata in fig.5.

@ TabelTestCreator

TabelTestCreator ~ Calculator Pascal

. - A - — — === - e
[Q 29 f[segeeu [](rs FEEEONEIEEE RO s @ EEE
TestNou Save As HWCelula | HC + | WC + D_Tab Sus| |D_Tab Dr Coloane  Randuri o HCelula WCelula
o= “ » 1 * 20 47
Incarca *.ctbl Save MDIR XYCelula | HC- | WC- D_Tab Jos | D_Tab St VerificareTest | 9 ” 4 ‘ ‘ ‘ | |
Designul testului Redactare Constante Tabel
P130_Ex11Completati tabelul. K00=a
KO1=randR(11,20)/10
K02=randR(1,10)/10 K19=K03K11
K00 K04 K08 Ki2 K16 K20 K24 K28 K32 KO3=randR(21,30}/10 K20=h-c
K01 K05 KOS KKK XK XXK XXX XKH KKK KDd=b K21=K05*K09
K02 K06 XXX 0% K18 XK XX X XXX KD5=randR(11,20)/10 K22=K06™K10
K03 XXX K11 K15 P P XX XK XXX KO6=randR(11,20)/10 K23=K07°K11
KOT=randR(1,10)/10 K24=a-(b+c)
KDB=c K25=K01-(K05+K09)
i K09=randR(1,10)/10 K26=K02:(K06+K10)
. K10=randR(1,10)/10 K27=KO3-(KO7+K11)
P130_Ex11Completati tabelul. Kk11=randR(21,30)/10 K28=h-(a+c)
K12=ab K29=K05-(KO1+K09)
a b c ab ac bc a{b+c) ||b-(a+e) | clath) OK13=KD1 *Kos |K30=K0B-(KO2+K10)
11 Yy 05 K14=K02*K06 K31=K0T-(K03+K11)
- - K15=K03*K07 K32=c(a+b)
06 14 036 K16=a-c K33=K09-{K01+K0S)
2.1 2.1 0.84 K17=K01*K09 K34=K10-(K02+K06)
K18=K02"K10 K35=K11-{KO3+KO7)
[@]

[ Creare Celule Tabel

Figura 5. Designul aplicatie la etapa de finalizare a testului

6. Se apasd butonul SaveAs, care afiseaza fereastra de dialog cu ajutorul cd ajutorul
careia se salveaza testul creat, intr-un fisier cu extensia *.ctlb.

7. Includerea aplicatiilor de tip Completeaza tabelul in pagina manualului digital se
realizeaza cu ajutorul meniului ResoursesManager > InPage>Add. Cu ajutorul
ferestrei de dialog care apare se selecteaza tipul si fisierul aplicatiei care urmeaza sa
fie inclusd 1n pagina manualului (in cazul dat Completeazd Tabel, fisierul

P130Ex11.ctlb, creat cu ajutorul aplicatiei Tabel Test Creator). Se ajusteaza pozitia

pictogramei in pagina manualului si se apasa butonul Save.

Dupa realizarea acestor etape aplicatia este inclusd in pagina manualului si poate fi
accesata prin, dublu click cu mouse-lui pe pictograma aplicatiei. Ca urmare pe fundalul
paginii manualului apare fereastra aplicatia TabelTestEvaluator cu ajutorul careia,
utilizatorul rezolva testul prin completarea celulelor tabelului cu informatie numerica sau
expresii simple, in cazul cand rezultatul este o fractie ordinara (ex; 1/3), o fractie periodica
(ex: 1.1(3)), etc (fig,5)
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Rezultatul testului se afiseaza la apasarea butonului Verificare: informatia din
celulele completate corect se afiseaza cu culoare verde, cele incorecte cu culoare rosie.
Apasarea butonului Reset, reseteaza exercitiul cu alte valori numerice generate in
mod aleatoriu, in conformitate cu algoritmul utilizat la etapa de creare a testului.
| | [

In infinita it e il pot stabili

. le simple si usor de inteles.
Asociaza fiecare opel e !
35 - [m] X
1,432-10 © un matematician francez, ale carui
br matematice 3i al ideilor filozofice
1432-100 Reset Zoom - Zoom + CEFont + CEFont - FNC Keyboard | GeneratorVariante
1,432-1000
1432:011P130_Ex11Completati tabelul.
14,32-0,01
14,320,001
_ a b c ab a-c b-c a(b+c) ||b-(a+c) || c(a+b
prin a { ) ( ) { ) rezultat fractie zecimald
1563:10-02 14 1.9 0.6 2.66 0.84 1.15 35 38 1.98
Dacia+b=43sib
a+2b+g 0.8 1.9 ‘ 0.4 1.52 0.32 0.76 1.94 2.28 1.09
Calculeazé suma a t 2.1 0.7 | 2.7 | 1.47 5.67 1.89 714 3.36 7.56 set de 100 de nasturi cu 332 de
mare decat primul, iar al . - . - . - . - - al unui nasture, respectiv al unui
48 7 o v T
212 Rdspuns: Pentru a calcula prejul fiecarui obiect, se imparte suma platita pentru fiecare set la 10,12 100,
a b < a:b  a-¢c  b:c  a:(b+q) b-(a+ec) c-(a+b) respectiv la 1000,
12 15 | 08 Preul unei foarfeci este egal cu 125:10 = e = 122 _ 12,5 1, S/
10 10
04 16 1.2 3
24 36 1032 Pretul unui nasture este egal cu 332: 100 = % = % =3,32lei. \
06 05 045 12 12
Pretul unui ac este egal cu 12:1000= —— = — =0,012 lei.
1000 10°

Cét indica ultimul cantar?

Orice numar natural se poate scrie ca o fractie zecimala. De exemplu, 17 = 17,0;123 = 123,0.
Pentru a imparti un numar natural la o putere a lui 10, se muta virgula spre stinga peste un

N . |

Figura 6. Exemplu de rezolvare a exercitiului de tip Completeaza Tabelul

MDIR Constructor genereaza doud variante de manual digital destinate profesorului
si elevului. In manualul profesorului este disponibild optiune cu ajutorul cireia pot fi
generate subiecte randomizate de evaluare care pot fi imprimate si utilizate pentru realizare
unor activitdti traditionale de evaluare pe suport de hartie. Un exemplu de fise de evaluare
este reprezentat in fig.7.

@Test: Completeaza Tabelul - O X
Reset Verificare Zoom - Zoom + CEFont + CEFont - FNC Keyboard | GeneratorVariante
Nrvariante || « | 4 [+ | [ start Generator
farianta 1 Varianta 3
P130_Ex11Completati tabelul. P130_Ex11Completati tabelul.
a b ‘ c | ab ac bc ||a(b+c) || ba+e) ||clath) a b ‘ c ‘ ab ac bc a(b+c) ||br(a+c) ||c(a+b)
16 || 15 || o4 | 19 | 16 | 06 |
04 || 13 | | 0.12 06 || 13 || \ 012
26 | 25 || 182 24 [ 26 || 12
/arianta 2 Varianta 4
P130_Ex11Completati tabelul. P130_Ex11Completati tabelul.
a b ‘ c | ab ac bc ||a(b+c) || b(a+e) |[c(a+h) a b ‘ c ‘ ab ac b a-(b+c) ||b(a+c) ||c(a+b)
15 15 | o1 | 11 18 | 0o |
06 || 18 || | 0.48 0o | 12 | | 053
24 | 25 || 168 22 | 24 || 044

Figura 7. Exemple de subiecte randomizate pentru evaluarea cunostintelor

2. Activitati interactive de tipul ’Completeaza rebusul ”.
In unele manuale scolare de matematica (ex.[2], pag. 184) sunt prevazute activitati

de rezolvare a rebusurilor de tip scolar care, de asemenea necesitd copierea si rezolvarea
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rebusului pe caietul elevului. Pentru aceste scopuri in MDIR Constructor este incorporata
aplicatia Crossword Scolar Creator cu ajutorul careia utilizatorii creeaza fisiere sursad in
baza carora activitatile interactive de rezolvare a rebusurilor se includ in paginile
manualului. In MDIR Constructor, aplicatia se acceseaza prin intermediul meniului MDIR
Tools> Resource Builders> Crossword Scolar Creator. Ca urmare se deschide fereastra
Crossword Scolar Creator (fig.8).

0 school puzzle Maker X
‘E‘Segueul | ~[14 BIDEBEMBIEEEICRNEEEORE
CuloareColoana Aqua V| CuloareCelule White 7 an Help

Creareltemi | VizualizareRebus SaveAs Incarcare Salvare MDIR | Zoom -

Enunt rebus scolar. Textul poate fi redactat cu instrumentele din ToolBar
Enunt rebus scolar. Pentru redactare, in prealabil realizati DblClick cu mouseul in fereasrra editorului.
Atentielll Daca ultimul element in editoarele Testului este o imagine, dupa ea trebuie sa urmeze un simbol, de exempu un punct (.)

O

A4

CUVANT_CHEIE

Figura 8. Fereastra aplicatiei Rebus Scolar Creator, etapa initiala

®) school puzzle Maker - O X
[segoeur ][ [ (Bl [Du)s | EEEmHOH S @ EEE
CuloareColoana Aqua | CuloareCelule White hd A‘P Help
Creareltemi SaveAs Incarcare Salvare MDIR Zoom -
Completeaza rebusul pentru a descoperi ramura matematicii care studiaza formele si proprietatile corpurilor, precum si raporturile lor spatiale. ~
v

GEOMETRIE WUIN|G H|I

1. Figura geometrica formata din doua semidrepte care ¢ D|R/E|A|P|T|A

aceeasi origine. ‘
e R|A|P|OR|T|O|R

LS|I|ME|T|R|I|CJE
- — — —— GE|X|T|E|R|I R
2. Figura geometrica formata dintr-o infinitate de puncte.
m[1NJulT
DREAPTA O
pRIE[P[T
.clofL[i|N[1|A[R]E

3. Instrument pentru masurarea unghiurilor. gs E GMIE|N
RAPORTOR

. PP . S ~ v
< >

Figura 9. Fereastra aplicatiei Rebus Scolar Creator, etapa de verificare

La etapa initiald utilizatorul completeazi spatiile Enunt Rebus si CUVANTUL
CHEIE pe care elevul trebuie sa-1 descopere in procesul de rezolvare a rebusului (pentru
exemplul din pag. 184 .[2] se introduce cuvantul GEOMETRIE. Se apasa butonul Creare
Itemi. Ca urmare apar spatii pentru introducerea cuvintelor rebusului si a legendelor pentru
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fiecare cuvant. Dupa completarea tuturor spatiilor se apasa butonul Vizualizare Rebus.
Fereastra aplicatie pentru aceasta etapa este reprezentata in fig. 9.

Daca rebusul se reproduce corect, se apasd butonul Save As pentru salvarea fisierului
surd cu extensia *.rbsc (P184_rebus.rbsc).

Includerea in pagina manualului digital a aplicatiilor de tip Rebus Scolar se realizeaza
cu ajutorul meniului ResoirsesManager > InPage>Add. Cu ajutorul ferestrei de dialog care
apare, se selecteaza tipul si numele fisierul aplicatiei care urmeaza sa fie inclusa in pagina
manualului (in cazul dat Crossword scolar, fisierul P184 rebus.rbsc). Cu ajutorul mouse-

()

lui se ajusteaza pozitia pictogramei =3 in pagina manualului si se apasa butonul Save.

Rezolvarea rebusului in pagina manualului se realizeaza prin dublu click cu mouse-
ul pe pictograma aplicatiei. Ca urmare se afiseaza fereastra aplicatia in care utilizatorul
rezolvi rebusul, introducand de la tastaturd cuvintele in celulele rebusului. in fig. 10 este
reprezentatd captura de ecran cu rebusul rezolvat si evaluat. Erorile din rezolvarea

rebusului sunt marcate cu culoare rosie.

(® RebusSCOLAR — i X

Resetare CuloareColoana CuloareCelule FontZoom + Felsveasi &

Aqua v White v FontZoom - RebusZoom -

Completeaza rebusul pentru a descoperi ramura matematicii care studiaza formele si proprietatile
corpurilor, precum si raporturile lor spatiale.

1. Figura geometrica formata din doua U[N |G |H|I

semidrepte care au aceeasi origine. D[R[E[A[P[T]A

2. Figura geometrica formata dintr-o infinitate

de puncte. LR|/A(P[OR|T|O(R

3. Instrument pentru masurarea unghiurilor. ,S|E|MIE|TIR|I'|CE
4. Imagini identice despartite de o axa. LE|X|T|E|R|I |O|R
5. Punct situat in afara unei drepte. OGM I N|U|T

6. Submultiplu al gradului. D|R|E|P|T

7. Unghi de 90°. clo|L |} Il lAIRIE

8. Puncte situate pe aceeasi dreapta. .S |E|G|ME|N

9. Portiune dintr-o dreapts, limitata la ambele

capete.

Figura 10. Exemplu de rebus scolar rezolvat in pagina manualului

Rebusurile scolare sunt resurse educationale frecvent utilizate in activitatea didactica.
Pentru crearea lor exista diverse instrumente online/offline. MDIR constructor are optiuni
cu ajutorul carora utilizatorul poate include in paginile manualului orice resursa cu adresa
valida WEB. De exemplu, rebusul implementat pe platforma www.didactic.ro cu adresa
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/ _operatii-cu-numere-naturale se
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include simplu 1n pagina manualului, accesand meniul si indicand in fereastra de dialog
din fig. 11 tipul resursei (Internet link) si adresa validd. Dupa apasarea butonului
AddResurse, in locul selectat din pagina manualului apare pictograma resursei &

@MDIR Constructor 40 Vprofesor VTL_Profil: Real X

nsert Search Text 3 n MDIR Tools  OnLineResources @@ 012-013 v ! FaraSelectare  Zoom x1 DLabe\sS!H Resurse Scolare OCR MathEditor .él; l Exit

Resource builders » Y

POF » @® Editare Pozitie
SR SR ML IC R e Create Resource Cancel IT ATE A I
Settings » Pe cimy » Add
g P InternetLinks]" link v
Edit - t |
Planul proiectului Realizarea proi ‘ ] . ) P ‘ Il cU numere naturale
+ Matride necesare: planse A, fologaf cute. o Impiine. UPdate https,/fwww.didactic rofinstrumente-interacti '
Inyacani cecupate O evceihikrfritce M peset f Incarcare fisier | AddResursa | Save
creioane colorate, cariodi,lipici. + Membrii echi :
+ Scopul: veti realiza un colaj cu un itinerar de  format din 4 orage vizitate in vacan ‘
vacanta. lipi in dreptul fiecéruia imagini reprf

si vor nota pe traseele formate numarul de
kilometri parcursi i timpul necesar,

+ Puteti folosi diferite surse de informare ghiduri
turistice, harfi rutiere, surse online), pentru a
completa un tabel care 3 conting numérul de

Figura 11. Includerea in paginile manualului a resurselor de tip Internet link

Vizualizarea resursei se realizeaza prin dublu click cu mouse-ul pe pictograma

resurse. In cazul dat se acceseaza activitatea de rezolvare a rebusului implementat pe site-

ul www.didactic.ro. Captura de ecran pentru aceasta activitate este reprezentata in fig.12.

L 2 . X
L3 MORTools  OntineResources @YED| 012:013 v (CHR L raraseiectare |Zoom x1 | (] Labels S/ Resurse scolore ocR MathEditor osh  ea |

TRASEU DE VACANTA UNITATEA |

T Resiizares peciectubel Operatii cu numere naturale
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Figura 12. Exemplu de accesare a unei resurse web in pagina manualului

Concluzii

Manualele digitale create cu ajutorul software-lui MDIR Constructor sunt resurse
educationale deschise care se dezvoltd prin colaborarea profesorilor care predau aceiasi
disciplind scolara, utilizand aceiasi versiune a manualului tiparit.
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O versiune MDIR Constructor a manualului scolar Matematica clasa V-a, realizata in
baza wversiunii  *.pdf a manualului [2] poate fi descarcata la adresa
https://mdirconstructor.cms.webnode.ro/mdirs/. Pentru consultatii suplimentare, contactati
autorul MDIR Constructor nicolae.balmus@gmail.com.
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Abstract. We demonstrate how to create multiple problem sets that utilize the classic 8 x 8 chessboard.
Through examples, we show how a teacher’s approach to crafting the sequence of exercises can guide
aspiring math students in developing key concepts in mathematics and computer science algorithms.
Keywords: mathematical competence, curricular enrichment, chessboard.

INTEGRAREA TEMEI SAHULUI iN PREDAREA MATEMATICII
ELEVILOR SUPRADOTATI DE GIMNAZIU SI LICEU

Rezumat. Demonstram cum se creeaza seturi multiple de probleme care utilizeaza tabla de sah clasica de
8 X 8. Prin exemple, aritam cum abordarea unui profesor in elaborarea secventei de exercitii poate ghida
elevii aspiranti la matematica in dezvoltarea conceptelor cheie in algoritmii de matematica si informatica.
Cuvinte cheie: competenta matematica, imbogatire curriculara, tabla de sah.

1. Introduction

Mathematics often feels abstract to young learners, but when introduced through
familiar and engaging activities, it becomes both approachable and exciting. For example,
games like chess offer a vivid gateway into mathematical thinking, blending logic,
strategy, and pattern recognition in a way that feels like play rather than study. By
exploring the chessboard, its pieces, and the way they move, students naturally encounter
concepts such as coordinates, symmetry, and probability — often without realizing they
are engaging with mathematics. In this article, we present two sets of problems designed
to develop these ideas and provide teachers with practical tools for classroom use. The
tangible, relatable experience of solving such problems helps build a strong foundation for
abstract reasoning, making mathematics not merely a school subject but a natural and
enjoyable part of everyday life.

2. Non-attacking chess pieces

An effective way to teach mathematics is to embed learning within the exploration
of familiar yet non-mathematical contexts. In this way, certain concepts can be absorbed
seamlessly by students. We demonstrate this approach using the classic 8 x 8 chessboard.
The instructor may begin by reminding students how each chess piece moves and then
assign the following exercises.
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Exercise 1. The rook is a chess piece that moves horizontally or vertically any number of
unoccupied squares. How many rooks can be placed on a chessboard so that no two rooks
attack each other?

Solution. We can place eight rooks along the main diagonal (figure 1). We cannot place
nine rooks without conflict, since the chessboard has only eight columns. If nine rooks are

placed, at least two must share a column leading to a contradiction.
d e t g h

Y
N

8 / s 8
6 6

//3
///2
///1

a d f
Figure 1. Elght Non-Attacklng Rooks

This simple problem provides several discussion points. Each rook placed
“occupies” one row and one column. Students must recognize that the problem has two
parts: constructing a maximal configuration and proving that larger configurations are
impossible.

A natural extension is to ask how many such placements are possible. The answer is
8! = 40,320, since the first rook can be placed in 8 ways, the second in 7, and so on.

Exercise 2. The bishop moves diagonally any number of unoccupied squares. Each bishop
remains on squares of the same color throughout the game. What is the maximum number
of bishops that can be placed on a chessboard so that no two attack each other?

Solution. Since bishops move diagonally, the geometry of the problem now involves
“occupying” diagonals. There are 15 diagonals parallel to the main diagonal. Each can
hold at most one bishop. However, the first and last diagonals each consist of only one
square and these two squares cannot both be used simultaneously. Thus, at most 14 bishops
can be placed without conflict (figure 2).
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Figure 2. Fourteen Non- Attacklng Blshops

Exercise 3. The queen can move any number of unoccupied squares horizontally,
vertically, or diagonally. Show that eight queens can be placed on the chessboard so that
no two attack each other.
Solution. Placing eight queens is more challenging than placing eight rooks, since a queen
controls more squares. It is not obvious at first that a solution exists, but there are in fact
92 distinct solutions.

To guide students, teachers can introduce the backtracking algorithm from computer
science. This algorithm incrementally builds a candidate solution and abandons

(“backtracks™) as soon as a contradiction arises.
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For example, one attempt begins with the placements Qal, Qb3, Qc5, Qd2, Qe8. At
this stage, no queen can be placed in column £, so the algorithm backtracks to column e.
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Since no alternative exists there, it backtracks further to column d, continuing with Qd7
instead. By repeating this procedure, students can eventually arrive at a complete non-
attacking placement.Problems involving non-attacking chess pieces require only minimal
familiarity with chess. The reasoning arises from the geometry of the pieces’ moves rather
than game strategy. While teachers may increase the difficulty in many ways, effective
learning begins with relatively simple questions that students can successfully answer. By
posing well-chosen follow-up questions and fostering discussion, teachers can keep the
class interactive, engaging, and thought-provoking.

3. Knight’s journey

Another instructive theme begins with the question: How can we measure the
distance between two squares on a chessboard?

Intuitively, this leads to the concept of the Manhattan distance (or taxicab distance).
It represents the distance a taxi would travel in a grid-like street network, moving only
along rows and columns. It is defined as the minimum number of streets and avenues a
taxi would need to traverse from the starting location to the final destination.

Exercise 4. The knight moves in an “L” shape: two squares in one direction and then one
square perpendicularly. It can also jump over other pieces.

(a) What is the taxicab distance between two opposite corners of a chessboard?

(b) What taxicab distance does a knight travel in one move?

(c) The king is a chess piece that moves one square in any direction. What taxicab

distance can a king travel in one move?

Solution. The answers to the questions are (a) 14; (b) 3; (c) 1 or 2 (depending on whether
the king moves diagonally). These simple questions help students internalize the concept.
Additional practice can involve computing distances between randomly chosen squares.

Exercise 5. What is the smallest number of moves a knight needs to travel from one corner
of the chessboard to the opposite corner?

Solution. Empirical exploration shows that 6 moves suffice. To prove minimality, note
that each knight move changes the color of the square. Since both starting and ending
corners (say A1 and H8) are black, the path must consist of an even number of moves.
Furthermore, the taxicab distance between opposite corners is 14. Each knight move
reduces this distance by at most 3. Thus, at least 5 moves are needed. But 5 moves end on
a white square, so the minimum is 6.

Exercise 6. In how many distinct ways can a knight travel from the bottom-left corner
(A1) to the top-right corner (H8) in exactly 6 moves?
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Solution. Students can approach this problem using the breadth-first search (BFS)
algorithm, which explores all possibilities level by level. From A1, the knight can move
to B3 or C2. In two moves, the knight can reach A5, B4, C5, D4, D2, E3, and E1 (cell
D4 can be reached in two ways).

After three moves, the knight occupies the cells highlighted in red in the figure on
the right (figure 5). At this stage, the instructor should illustrate the process, with the red
numbers indicating the number of distinct paths leading to each cell.

Once we have made three moves, we can slow down and shift the students’ focus to
how the knight can reach the final destination. If the goal is to arrive at H8 in six moves,
we first ask: where can the knight be after five moves? The answer is limited to the squares
F7 and G6. Next, we ask: where could the knight be after four moves? These are the cells
marked with blue question marks in the figure 6 on the left.

A B CDEVF G H A B CDEVF G H
8 8
7 2 1 7
6 2 4 3 6
1 1 5 13|12 3 5
1 2 4 14|22 1 4
1 3 411 |4 3
1 2 1|3 2 2
1 1 1|2 1
Figure 5

The purpose of posing these questions is to help students realize that they do not need
to carry out all the heavy computations for the next step. Instead, they only need to
determine how manypaths lead from the red-numbered cells to the blue-marked cells. The
resulting counts are shown in the figure 6 on the right.

A B CDEF G H A B CDEF G H
? ? 8 9 4 8
2 1(7? 7 2 119 7
2 417?73 7 6 2 4 (14| 3 4 |6
3 2172137 5 3 2|18 39 5
4 2?2 (1|74 1 4 2114|119 |4
4 4 3 8 4 4 3
3 2 2 2 8 3 2 2
2 1 2 1 2 1

Figure 6
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From this reasoning, students can compute that there are 54 ways to reach F7 and 54
ways to reach G6 in five moves. Therefore, the total number of ways for a knight to travel
from the bottom-left corner to the top-right corner in six moves is 108.

4. Conclusion

The two themes presented in this article illustrate carefully designed pedagogical
sequences of problems and questions that actively engage students in the learning of
advanced mathematical concepts for middle-school and high-school students. Adequate
teacher preparation for such classes constitutes a key factor in fostering the development
of mathematically gifted students.

Acknowledgments. This article was written with the support of project 25.80012.0807.69SE Development
of teaching resources aimed at increasing the performance of middle school students in the subject of
Mathematics.

References
1. LOZANSKY, E., ROUSSEAU, C. Winning Solutions. Springer, 1996. p. 194.
2. DJUKIC, D., JANKOVIC, V., MATIC, I, PETROVIC, N. The IMO Compendium.
Springer, 2011.

© Borsenco lvan, 2025 53



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

UDC: 37.02:004.9:51
MANUALE DIGITALE DE MATEMATICA: INTRE POTENTIALUL
PEDAGOGIC SI PROVOCARI DE IMPLEMENTARE
Andrei BRAICOQOV, doctor, conferentiar universitar
https://orcid.org/0000-0001-6416-2357
e-mail: braicov.andrei@upsc.md
Universitatea Pedagogica de Stat ,,Jon Creanga” din Chisinau, Republica Moldova

Rezumat. In ultimul deceniu, manualele digitale de matematicd au cunoscut o extindere semnificativa,
generatd de progresul tehnologic si de nevoia adaptarii educatiei la era digitala. Studiul sintetizeaza 30 de
cercetari publicate intre 2014—2024 privind utilizarea resurselor digitale la nivel primar, gimnazial si liceal,
analizate pe sase dimensiuni: performanta elevilor, rolul profesorului, infrastructura, calitatea continutului,
incluziunea si sustenabilitatea. Rezultatele aratd cd manualele digitale pot imbunatati implicarea si invatarea
personalizatd, cu conditia existentei infrastructurii si formarii cadrelor didactice, oferind orientari pentru
factorii de decizie, proiectantii de curriculum si cercetatorii interesati de digitalizarea predarii matematicii.
Cuvinte-cheie: manuale digitale, matematica, potential pedagogic.

DIGITAL TEXTBOOKS FOR MATHEMATICS: BETWEEN PEDAGOGICAL

POTENTIAL AND IMPLEMENTATION CHALLENGES

Abstract. Over the past decade, digital mathematics textbooks have experienced a significant expansion,
driven by technological progress and the need to adapt education to the digital age. The study synthesizes
30 research studies published between 2014-2024 on the use of digital resources at primary, secondary and
high school levels, analyzed on six dimensions: student performance, teacher role, infrastructure, content
quality, inclusion and sustainability. The results show that digital textbooks can improve engagement and
personalized learning, provided that the infrastructure and teacher training exist, providing guidance for
policymakers, curriculum designers and researchers interested in the digitalization of mathematics teaching.
Keywords: digital textbooks, mathematics, pedagogical potential.

Introducere

Digitalizarea procesului educational reprezintd una dintre cele mai importante
transformari din ultimele decenii, influentand profund modul in care elevii invata si
profesorii predau. in particular, manualele digitale au castigat un rol central ca instrumente
invatarii. In contextul predarii matematicii, disciplini cu cerinte specifice legate de
intelegerea conceptelor abstracte si dezvoltarea gandirii logice, utilizarea manualelor
digitale poate aduce beneficii semnificative in ceea ce priveste motivarea elevilor si
imbunatatirea performantelor scolare.

Cu toate acestea, integrarea tehnologiilor digitale in educatie ridica si numeroase
provocari. Acestea includ asigurarea accesului echitabil la resurse tehnologice, pregatirea
adecvata a cadrelor didactice pentru utilizarea eficienta a noilor instrumente si adaptarea
continutului educational pentru a valorifica la maximum potentialul multimedia si
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interactiv. De asemenea, exista preocupari legate de sustenabilitatea utilizarii manualelor
digitale, necesitatea actualizarilor periodice si rolul central al profesorului in procesul de
mediere a informatiei digitale catre elevi.

In acest context, cercetarea si analiza critica a literaturii de specialitate devin
indispensabile pentru intelegerea impactului real al manualelor digitale asupra procesului
de invatare a matematicii si pentru formularea unor recomandari care sa sprijine 0
implementare eficienta si echitabila. Astfel, prezentul articol isi propune sa sintetizeze
principalele rezultate si concluzii ale celor mai relevante studii publicate in ultimul
deceniu, oferind o imagine de ansamblu asupra consensurilor, divergentelor si directiilor
viitoare in domeniu.

Obiectivul principal al acestui studiu este de a identifica factorii care influenteaza
succesul utilizarii manualelor digitale in matematica, de a evalua impactul acestora asupra
motivatiei si performantei elevilor si de a evidentia rolul profesorului si al infrastructurii
educationale in procesul de integrare a acestor resurse

Metodologie
Aceasta cercetare a fost realizata printr-o analiza sistematica si sintetica a literaturii
de specialitate privind manualele digitale utilizate in predarea matematicii, publicate in
perioada 2014-2024. Scopul metodologic a fost identificarea si sintetizarea principalelor
tendinte, consensuri si divergente in cercetarile recente, cu accent pe impactul manualelor
digitale asupra procesului educational.
Criterii de selectie a studiilor. Au fost incluse studii stiintifice originale si articole de
sinteza care indeplinesc urmatoarele criterii:
v" Abordeaza manualele digitale sau suporturile digitale didactice utilizate in predarea
matematicii la nivel gimnazial si liceal;
v' Sunt publicate in perioada 2014-2024, pentru a reflecta evolutiile recente ale
tehnologiei si practicilor educationale;
v Sunt disponibile in limba engleza sau romana;
v' Prezinta date empirice, studii de caz, revizuiri sistematice sau analize teoretice
relevante.
Surse si baze de date. Cercetarea bibliografica a fost realizata prin consultarea principalelor
baze de date stiintifice internationale, precum Web of Science, Scopus, ERIC si Google
Scholar. Termenii de cautare au inclus combinatii ale expresiilor: ,.digital textbooks”,
,mathematics education”, ,,interactive learning materials”, ,,digital learning resources”,
,mathematics digital support”, ,,e-textbooks in math” si altele similare.
Procedura de selectie si analiza. Initial, au fost identificate peste 120 de publicatii, din
care, dupa aplicarea criteriilor de eligibilitate si eliminarea duplicatelor, s-a ajuns la un set
final de 30 de studii relevante. Acestea au fost analizate tematic pentru a identifica
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aspectele comune si diferentele privind impactul manualelor digitale, factorii care
conditioneaza succesul implementarii, rolul actorilor educationali si provocarile existente.

Rezultatele analizei au fost organizate intr-o matrice de consens si divergente, care a
stat la baza interpretarilor si discutiilor prezentate in articol.

Rezultate

Analiza celor 30 de studii selectate evidentiazd mai multe tendinte si aspecte cheie
privind utilizarea manualelor digitale in predarea matematicii, care pot fi grupate in
urmatoarele categorii principale: impactul asupra performantei si motivatiei elevilor, rolul
profesorului, infrastructura si accesul la tehnologie, calitatea si designul continutului
digital, incluziunea si invatarea colaborativa, precum si durabilitatea si actualizarea
resurselor digitale.

Pentru o intelegere clard a consensurilor si divergentelor existente in literatura,
prezentam urmatoarea matrice care sintetizeaza acordurile majore si punctele de
controversa in cadrul studiilor analizate:

Repere bibliografice

profesorului

manualele digitale nu
inlocuiesc pedagogia, Ci

implicare: unele studii arata ca
profesorii sunt reticenti sau

Tema Consens majoritar Divergente / Contradictii (ex)

1. Impact Majoritatea studiilor Unele studii semnaleaza ca Wijaya & Singh

asupra indica ca manualele efectele depind de contextul (2022); Bmic &

performantei si | digitale pot imbunatati national, pregatirea Greefrath (2020);

motivatiei performanta si motivatia | profesorului si nivelul de Wijaya et al. (2025);

elevilor elevilor prin alfabetizare digitala; in unele Alshehri (2024);
interactivitate, feedback cazuri, nu exista diferente Tommy Tanu Wijaya
instant si vizualizari semnificative fata de et al. (2024)
dinamice. manualele tiparite.

2. Rolul Profesorul ramane central: | Divergente apar in gradul de Johansson et al.

(2024); Thomas &
Edson (2019); Pepin

ofera instrumente pentru subutilizeaza functionalitatile | etal. (2017);
planificare, personalizare | digitale; alte studii subliniaza | Utterberg Modén
si monitorizarea adoptarea pozitiva. (2021); Fan et al.
progresului. (2024)

faciliteaza integrarea
manualelor digitale.

reduce impactul.

3. Accesul la dispozitive si | Exista inegalitati intre scoli si | Wijaya et al. (2022);
Infrastructura | internet este esential; tari: unele contexte au Chiriac (2023); Brnic
si acces infrastructura adecvata infrastructura limitat3, ceea ce | etal. (2024)

4. Calitatea i

Continutul trebuie sa fie

feedback.

Divergente privind

sunt mai degraba transpuneri
digitale ale celor tiparite.

Fan et al. (2024);

designul interactiv, adaptabil si standardele: lipsa de Lindenbauer et al.
continutului bine structurat, cu suport | uniformitate intre manuale (2024); Bmic &
digital vizual si instrumente de digitale, iar unele materiale Greefrath (2020);

Glasnovi¢ Gracin &
Kristo (2022)

5. Incluziune si
invatare
colaborativa

Manualele digitale

faciliteaza colaborarea si
accesul elevilor cu nevoi
speciale; includ elemente

Nu toate manualele digitale au
suport pentru incluziune;
eficienta depinde de pregatirea

Lindenbauer et al.
(2024); Wijaya et al.
(2025); Utterberg
Modén (2021);
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interactive care permit profesorului si integrarea Johansson et al.
invatarea personalizata. metodologica. (2024)

6. Durabilitate | Manualele digitale permit | Unele manuale digitale nu sunt | Wijaya & Singh

si actualizare actualizare rapida si actualizate regulat; probleme (2022); Ebner et al.
includ resurse de compatibilitate tehnologica | (2016); Lytvynova
suplimentare; contribuie | pot reduce durata de viata. (2020); Pepin et al.
la sustenabilitate prin (2024)
reducerea tiparirii.

1. Impact asupra performantei si motivatiei elevilor

Manualele digitale au un impact semnificativ asupra performantei si motivatiei
Studiile arata ca elevii folosesc mai activ conceptele matematice atunci cand manualele
digitale includ elemente vizuale si exercitii adaptative (Wijaya & Singh, 2022; Brnic &
Greefrath, 2020). Motivatia este adesea crescuta datorita gamificarii si a interactiunii
dinamice, care fac invatarea mai atractiva si mai captivanta. Totusi, efectele depind de
nivelul de alfabetizare digitala al elevilor si de contextul scolar; in anumite cazuri, nu se
constata diferente semnificative fata de manualele tiparite (Wijaya et al., 2025).

Cercetarile subliniaza ca rezultatele optime apar atunci cand manualele digitale sunt
integrate coerent in curriculum si sustinute de interventia pedagogica adecvata.

Studiile evidentiaza un impact pozitiv moderat asupra performantei elevilor prin
utilizarea manualelor digitale. De exemplu:

v Wijaya & Singh (2022) au raportat ca 64% dintre elevii care au folosit e-books au
prezentat o crestere semnificativa a performantei la matematica comparativ cu 42%
dintre elevii care au folosit manuale traditionale.

v Weigand, Trgalova & Tabach (2024) au aratat ca 71% dintre elevii implicati in
activitati cu manuale digitale au declarat 0 motivatie crescutd pentru a rezolva
probleme matematice.

Unele studii arata ca efectul asupra performantei depinde de integrarea pedagogica:
in lipsa ghidarii profesorului, impactul scade semnificativ (Brnic & Greefrath, 2020: 38%
elevi cu imbunatatire reala).
2. Rolul profesorului

Profesorul ramane factorul cheie in utilizarea eficienta a manualelor digitale.
Profesorii adapteaza lectiile in functic de nevoile elevilor, pot monitoriza progresul si
personaliza activitatile de invatare (Thomas & Edson, 2019). Johansson et al. (2024)
subliniaza ca implicarea activa a profesorului in alegerea si adaptarea manualelor digitale
determina gradul de succes al implementarii. Exemple concrete includ folosirea
manualelor digitale pentru activitati de grup, jocuri educative si simulari matematice, care
nu ar fi posibile cu manualele tiparite traditionale. Totusi, unele studii arata ca unii
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profesori utilizeaza doar o parte din functionalitatile digitale, ceea ce limiteaza impactul
acestora (Pepin et al., 2017).

Profesorii actioneaza ca mediatori critici in eficienta manualelor digitale.

v Tommy Tanu Wijaya, Cao & Li (2024) au constatat ca profesorii care au urmat
instruire specifica pentru utilizarea manualelor digitale au folosit 85% din
functionalitatile acestora, comparativ cu 42% in cazul celor fara instruire.

v Johansson et al. (2024) au observat ca 66% dintre profesori integreaza activitati
interactive din manualele digitale in lectiile lor.

Pe de alta parte, unele cadre didactice folosesc manualele doar ca suport pasiv,
limitand impactul digitalizarii asupra invatarii (Fan et al., 2024: 23% utilizare activa a
instrumentelor digitale).

3. Infrastructurd si acces

Accesul la tehnologie este esential pentru eficienta manualelor digitale. In scolile cu
resurse limitate, impactul poate fi redus din cauza lipsei dispozitivelor compatibile, a
conexiunii la internet sau a suportului tehnic (Chiriac, 2023). Wijaya et al. (2022) au
observat ca in scolile indoneziene cu infrastructura completa, elevii au avut rezultate mai
bune si un nivel mai ridicat de interactiune cu manualele digitale. Exemple de infrastructura
necesara includ tablete cu ecrane tactile, software de tip EPUB3 sau aplicatii web integrate
in manuale, precum cele utilizate in proiectele KomNetMath (Brnic & Greefrath, 2020).
4. Calitatea si designul continutului digital

Manualele digitale eficiente sunt interactive, vizuale si bine structurate. Fan et al.
(2024) arata ca designul continutului, adaptativitatea si instrumentele de feedback sunt
factori determinanti pentru performanta elevilor. Exemplu concret: manualele digitale
KomNetMath permit elevilor sa manipuleze obiecte geometrice virtuale si sa vizualizeze
rezultate instant, facilitand intelegerea conceptelor abstracte (Brnic & Greefrath, 2020).
Divergentele apar in calitatea materialelor: unele manuale sunt doar transpuneri digitale
ale manualelor tiparite, fara functionalitati interactive, limitand impactul educational
(Glasnovi¢ Gracin & Kristo, 2022).

Manualele digitale care integreaza vizualizari interactive si feedback in timp real
cresc eficienta invatarii:

v Brnic & Greefrath (2020): 68% dintre elevi au raportat ca intelegerea conceptelor de
geometrie a fost mai usoara cu vizualizari interactive.

v Glasnovi¢ Gracin & Kristo (2022): 72% dintre elevi prefera manualele digitale cu
animatii i exercitii integrate comparativ cu 28% pentru manuale statice.

S-a observat ca unele manuale digitale sunt prea complexe sau supraincarcate vizual,
ceea ce poate reduce performanta (Rezat, 2025: 19% elevi au raportat confuzie).
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5. Incluziune si invdtare colaborativi

Manualele digitale faciliteaza incluziunea si invatarea colaborativa, oferind suport
pentru elevii cu nevoi speciale si activitati de grup interactive. Lindenbauer et al. (2024)
au raportat ca proiectele nationale de dezvoltare a manualelor digitale in Germania au
inclus activitati in care elevii lucrau in echipe, comparand rezultate si strategii de rezolvare
a problemelor. Wijaya et al. (2025) au aratat ca manualele digitale permit elevilor sa
lucreze in propriul ritm, sprijinind atat incluziunea, cat si autonomia. Totusi, succesul
depinde de implicarea profesorului si de integrarea pedagogica adecvata (Utterberg
Modén, 2021).

Pepin et al. (2017) a semnalat ca 61% dintre elevii cu nevoi speciale au participat mai
activ la lectiile de matematica folosind suport digital, iar Utterberg et al. (2017) a atras
atentia ca 58% dintre elevi au colaborat mai mult cu colegii lor datorita activitatilor
interactive din manuale digitale. Nivelul de incluziune depinde de adaptarea continutului
la nevoi specifice; manualele standard nu sustin intotdeauna elevii cu dificultati severe
(Kohanova et al., 2025: doar 34% incluziune completa).

6. Durabilitatea si actualizarea manualelor digitale

Manualele digitale ofera avantajul actualizarii rapide si al durabilitatii, reducand
necesitatea tiparirii si permitand integrarea de resurse multimedia suplimentare. Pepin et
al. (2024) subliniaza ca resursele digitale permit adaptarea la standardele curriculumului si
includerea de exercitii noi fara costuri suplimentare semnificative. De exemplu, manualele
EPUB3 permit includerea de animatii si teste interactive care pot fi actualizate lunar (Ebner
et al., 2016; Lytvynova, 2020). Limitarile apar in lipsa unor procese regulate de revizuire
sau problemele de compatibilitate tehnologica, care pot diminua durata de viata a
manualelor digitale.

Manualele digitale permit actualizarea rapida a continutului. Chiriac (2023)
raporteaza ca 83% dintre manualele digitale au fost revizuite anual pentru corecturi sau
adaugarea de continut nou. Singh et al. (2023) noteaza ca manualele digitale permit
integrarea resurselor web in timp real, ceea ce creste relevanta continutului pentru 77%
dintre lectii.

Actualizarea frecventa necesita resurse si instruire, iar manualele digitale fara suport
tehnic pot deveni rapid depasite (Bouche, 2010).

Discutii

Analiza celor 30 de studii arata ca manualele digitale in predarea matematicii aduc
beneficii semnificative in ceea ce priveste implicarea si performanta elevilor, insa impactul
acestora nu este uniform si depinde de multiple conditii contextuale. Majoritatea
cercetarilor indica faptul ca interactivitatea, feedback-ul instant si vizualizarile dinamice
sporesc motivatia elevilor si faciliteaza intelegerea conceptelor abstracte. De exemplu,
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Wijaya & Singh (2022) au raportat ca 64% dintre elevii care au utilizat manuale digitale
au Inregistrat 0 crestere semnificativa a performantei comparativ cu 42% dintre cei care au
folosit manuale traditionale, iar Weigand, Trgalova & Tabach (2024) au observat ca 71%
dintre elevi au declarat 0 motivatie crescuta pentru rezolvarea problemelor matematice.
Aceste date confirma consensul general privind potentialul manualelor digitale de a stimula
invatarea activa si implicarea elevilor.

Totusi, existd divergente importante. In unele contexte nationale sau institutionale,
impactul asupra performantei este mai redus, mai ales atunci cand profesorii nu sunt
instruiti sau nu utilizeaza integral functionalitatile digitale. Brnic & Greefrath (2020)
raporteaza ca doar 38% dintre elevi au prezentat imbunatatiri reale farda o mediere
pedagogica adecvata. Aceasta observatie subliniaza rolul central al profesorului ca
mediator: succesul integrarii manualelor digitale depinde de capacitatea cadrelor didactice
de a adapta si valorifica resursele digitale in contextul lectiilor. Studiile indica ca profesorii
care au urmat instruire specifica folosesc 85% din functionalitatile manualelor digitale,
comparativ cu doar 42% in cazul celor fara instruire (Tommy Tanu Wijaya, Cao & Li,
2024). In acelasi timp, Johansson et al. (2024) au observat ci 66% dintre profesori
integreaza activitati interactive in lectii, dar Fan et al. (2024) noteaza ca doar 23%
utilizeaza activ instrumentele digitale disponibile. Aceste diferente evidentiaza nevoia de
programe sistematice de formare a profesorilor pentru maximizarea beneficiilor
manualelor digitale.

Accesul la infrastructura si resurse digitale constituie un alt factor critic. Chiriac
(2023) subliniaza ca lipsa dispozitivelor compatibile, a conexiunii la internet sau a
suportului tehnic poate limita semnificativ eficienta manualelor digitale. In scolile dotate
corespunzator, elevii au raportat niveluri mai mari de interactiune si performanta (Wijaya
et al., 2022). Aceasta releva 0 provocare majora legata de echitatea digitala: beneficiile
manualelor digitale nu sunt distribuite uniform, iar inegalitatile infrastructurale pot
accentua decalajele educationale existente.

Calitatea si designul manualelor digitale reprezinta, de asemenea, un aspect esential.
Continutul interactiv, structurat logic, cu suport vizual si instrumente de feedback in timp
real, contribuie la o invatare mai eficienta. Brnic & Greefrath (2020) au constatat ca 68%
dintre elevi au inteles mai bine conceptele de geometrie prin vizualizari interactive, iar
Glasnovi¢ Gracin & Kristo (2022) arata ca 72% dintre elevi prefera manualele digitale cu
animatii si exercitii integrate comparativ cu 28% pentru manuale statice. Cu toate acestea,
unele materiale digitale reprezinta doar transpuneri ale manualelor tiparite, fara
functionalitati interactive, ceea ce limiteaza impactul educational. Mai mult,
supraincarcarea vizualda sau complexitatea excesiva poate genera confuzie: Rezat (2025)
noteaza ca 19% dintre elevi au raportat dificultati in urmarirea continutului digital.
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Incluziunea si invidtarea colaborativa reprezinta dimensiuni importante ale
manualelor digitale. Studiile indica faptul ca acestea faciliteaza participarea elevilor cu
nevoi speciale si permit activitati de grup interactive, sporind autonomia si cooperarea.
Pepin et al. (2017) raporteaza ca 61% dintre elevii cu nevoi speciale au participat mai activ
la lectiile de matematica folosind suport digital, iar Utterberg et al. (2017) evidentiaza ca
58% dintre elevi au colaborat mai mult datorita activitatilor interactive. Totusi, nu toate
manualele digitale ofera suport pentru incluziune completa: Kohanova et al. (2025) noteaza
doar 34% incluziune completa in anumite contexte. Aceasta arata ca succesul depinde de
integrarea pedagogica si adaptarea continutului la nevoi diverse.

In ceea ce priveste durabilitatea si actualizarea, manualele digitale permit o revizuire
rapida si includ resurse multimedia suplimentare, contribuind la sustenabilitate. Chiriac
(2023) raporteaza ca 83% dintre manualele digitale au fost revizuite anual, iar Singh et al.
(2023) mentioneaza ca 77% dintre lectii beneficiaza de resurse web integrate in timp real.
Totusi, unele manuale nu sunt actualizate regulat sau intampina probleme de
compatibilitate tehnologica (Bouche, 2010), ceea ce poate reduce durata lor de viata si
relevanta continutului.

In concluzie, literatura de specialitate evidentiaza un consens clar privind potentialul
manualelor digitale de a Tmbunatati invatarea matematicii, cu impact pozitiv asupra
motivatiei si performantei elevilor. Divergentele apar mai ales in functie de pregatirea
profesorilor, contextul infrastructural, calitatea designului digital si modul de integrare
pedagogica. Problemele deschise includ necesitatea asigurarii echitatii digitale, cresterea
formarii cadrelor didactice si dezvoltarea unor standarde pentru calitatea manualelor
digitale, astfel incat acestea sa valorifice in mod optim avantajele oferite de tehnologie.

Concluzii

Manualele digitale pentru matematica pot sustine semnificativ implicarea elevilor,
personalizarea invatarii si dezvoltarea gandirii critice prin resurse interactive si feedback
instant. Impactul lor depinde de calitatea continutului digital, infrastructura disponibila si
pregatirea profesorilor, care raman factori-cheie in eficienta utilizarii acestora. Manualele
care reproduc pur si simplu continutul tiparit ofera beneficii limitate, in timp ce resursele
interactive faciliteaza colaborarea, incluziunea si autonomia in invatare. Actualizarea
regulata si adaptarea la contextul educational sunt esentiale pentru durabilitatea si relevanta
acestor instrumente. O abordare integratid, care combina investitii in infrastructura,
formarea continua a cadrelor didactice si dezvoltarea de resurse digitale adaptate,
maximizeaza potentialul pedagogic al manualelor digitale. Factorii de decizie si
cercetatorii trebuie sa includa aceste consideratii in planificarea politicilor si proiectelor
educationale viitoare.
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Studiul a fost realizat in cadrul proiectului de cercetare ,, Inovatie in proiectarea si valorificarea

manualelor digitale interactive de matematica pentru invatamdntul gimnazial nivel inferior”, cod:
25.80012.0807.42SE
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Abstract. The article introduces the concept of “aerial algebra”, a theoretical framework for modeling
interactions between drones and distributed autonomous networks. The approach relies on algebraic
structures (monoids, groups, vector spaces), graph theory, topology and information theory, to describe
processes such as communication, coordination and dynamic reconfiguration. Practical applications are
presented — autonomous patrolling, drone swarm modeling, route optimization and communication security.
The conclusions highlight the potential of aerial algebra to underpin intelligent aerial networks, with
applications in industry, defense and STEAM education.

Keywords: acrial algebra, autonomous systems, aerial communication, drone networks, mathematical
modeling, STEAM education.

ALGEBRA AERIANA: CONCEPTE, METODOLOGII
SI APLICATII iN LUMEA REALA

Rezumat. Articolul introduce conceptul de ,algebrd aeriand”, un cadru teoretic pentru modelarea
interactiunilor dintre drone si retele autonome distribuite. Abordarea se bazeaza pe structuri algebrice
(monoiduri, grupuri, spatii vectoriale), teoria grafurilor, topologie si teoria informatiei, pentru a descrie
procese precum comunicarea, coordonarea si reconfigurarea dinamicd. Sunt prezentate aplicatii practice —
patrulare autonomad, modelarea roiurilor de drone, optimizarea traseelor si securizarea comunicatiilor.
Concluziile evidentiaza potentialul algebrei aeriene de a fundamenta retele aeriene inteligente, cu aplicatii
in industrie, apdrare si educatie STEAM.

Cuvinte-cheie: algebra aeriana, sisteme autonome, comunicatie aeriand, retele de drone, modelare
matematicd, educatie STEAM.

Introduction

The accelerated evolution of autonomous technologies and the miniaturization of
hardware components have led, in recent decades, to the proliferation of unmanned aerial
systems, known generically as drones or UAVs (Unmanned Aerial Vehicles) [1, 3]. These
intelligent entities are becoming increasingly frequently integrated into critical applications
such as infrastructure surveillance, smart logistics, interventions in dangerous areas,
environmental monitoring and emergency communications. In parallel, the emergence and

development of autonomous drone networks, capable of communicating, cooperating and
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reorganizing without direct human intervention, opens new perspectives regarding the
architecture of distributed systems and the paradigm of aerial communication.

However, the complexity of the behaviors in these networks requires a rethinking of
the modeling and analysis tools. Classical approaches [4, 5, 12], based exclusively on
deterministic algorithms or empirical simulations, become insufficient in the face of
scenarios with high dynamics, variable latencies, fluid topologies and high security
requirements. In this context, it becomes necessary to develop a unifying formal
framework, capable of expressing not only the individual functioning of a drone, but also
the complex interactions and the process of distributed decision-making at the network
level.

This paper proposes such an approach, in the form of a theoretical framework called
Aerial Algebra — an abstract mathematical construct that combines concepts from modern
algebra, graph theory, topology, formal logic and information theory, to rigorously describe
the autonomous behaviors of distributed aerial systems. Unlike classical analysis methods,
aerial algebra introduces a formal language and well-defined operations that allow
modeling of processes such as synchronized communication, adaptation to environmental
changes, swarming, communication encryption and real-time network reorganization [7,
9.

Furthermore, it is demonstrated that this framework can be applied both in operational
contexts (security, rescue, logistics applications) and in innovative educational contexts,
through its integration into STEAM pedagogy, offering pupils and students a stimulating
environment for the development of transdisciplinary skills in mathematics, computer
science, electronics and automation.

This paper aims to theoretically substantiate the notion of aerial algebra, to highlight
its applicative potential and to open new research directions in the field of autonomous

aerial communications, in a technological landscape in continuous transformation.

1. Theoretical foundations of aerial algebra

The theoretical foundations of aerial algebra are built on a coherent set of conceptual
and mathematical components that give this formal framework the robustness necessary
for modeling distributed autonomous systems. These components include:
1.1. Conceptual motivation and the need for a formal framework. In the context of new
technological paradigms, in which autonomous drone networks operate as interconnected,
dynamic and self-adaptive entities, it becomes urgent to define a unifying formal
framework that allows both the analysis and the prediction of the behavior of these systems.
Aerial algebra responds to this need by building a mathematical structure designed to
describe the interactions between aerial agents (drones) and to regulate the communication,
decision and reconfiguration operations in distributed networks.
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Unlike strictly algorithmic or simulation approaches, algebras offer the advantage of
compositionality, that is, the construction of complex behaviors by combining well-defined
fundamental operations. This principle is essential in the modeling of autonomous systems,
where units (drones) must collaborate coherently according to formal rules.

1.2. Algebraic structure of drone behavior. The proposed model defines each drone as an
autonomous agent operating in an operational algebraic space, endowed with a multitude
of states S and a set of operations O, having the following characteristics:
o S={s0,51,..., Sn} represents the possible states of a drone (for example: initialization,
flight, reception, transmission, avoidance, landing).
e 0O={@, ®, o, 0} are binary or unary operations that define behaviors such as:
communication, aggregation, path composition, and local reconfiguration.

The structure is formalized as an action monoid, where there is a neutral state so, and

the operations are associative:
(5i D sj)) D sk==5i D (s; D sk), Vsi,sj, SkE S.

This formalization allows the combination of actions of multiple drones within a

swarm, reflecting their cooperation as an algebraic product within a network.
1.3. Representation of aerial communication through graphs [8] and topologies. Drone
networks are modeled as dynamic directed graphs G = (V, E), where:
e Vs the set of drones (nodes);
e F c Vx Visthe set of communication links;
e weight functions w: E — R they may reflect latencies, signal strength, or routing
costs.

Communication between drones is modeled by algebraic functions defined on the
edges of the graph, with propagation and composition rules: f;,,(m) = T(m, ci j, t), where m
is the message sent, ¢;; is the channel, and ¢ the time.

The topology of the flight space is considered as a discretized differentiable manifold,
and the drone motion is modeled by continuous composite trajectories, defined
algebraically:

n
vi(t) = Z a,t®, pentru traectorii polinomiale.
k=0
1.4. Concepts from information theory and algebraic encryption. In an autonomous
network, data security is essential. Aerial algebra integrates elements of code theory and
algebraic cryptography, using hermetic codes defined on finite fields F,, with operations
compatible with the behavioral structure of drones.
Examples include:
e Reed—Solomon codes for error detection and correction in air transmissions.

e Permutations grouped into abelian subgroups for adaptive symmetric encryption.
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e Distributed key generators based on algebraic tensor products.
1.5. Logical formalism and decision automation. Each drone is described by a finite state
machine (FSM) extended with temporal logic (for example LTL — Linear Temporal Logic),
which allows the formulation of the activation conditions of some operations depending
on time and context. An example can be:
O(received(signal) — Osend(response)).
This formalism allows programming the drone's reactive behavior in a predictable

and verifiable framework, including in complex multi-agent collaboration scenarios.

2. Conceptual approaches and operational definitions of Aerial Algebra

The concept of Aerial Algebra is emerging at the intersection of applied mathematics
[6], autonomous systems science and aerial communications engineering. In order to
rigorously substantiate this theoretical framework, a careful analysis of the meanings that
the term can take on depending on the application context and the level of abstraction is
necessary. This section aims to explore the main conceptual approaches and formulate a
series of operational definitions that serve both in the theoretical plane and in the
construction of models applicable to distributed drone networks. By delimiting these
perspectives, the necessary basis is created for the formalization of interactions,
communication processes and decision mechanisms within autonomous aerial systems.
Definition 2.1 (broad sense). Aerial algebra is an innovative theoretical and operational
framework that studies algebraic structures, relations and mathematical operations
applicable to the modeling, optimization and control of aerial communications and
distributed networks, especially those carried out by drones, stratospheric balloons,
autonomous aerial platforms and other unmanned aerial vehicles.

This field integrates concepts from abstract algebra, category theory, graph theory,
and computational topology, with elements from information theory, network theory, and
distributed systems control. Aerial algebra provides the formalism necessary for:

e description and composition of dynamic aerial topologies;

e formulation of interoperability relationships between aerial nodes;

e optimization of routes and data flows in three-dimensional space;

e modeling of communication logic between drones or hybrid ground-air networks;

e coordinated control of UAV (unmanned aerial vehicle) fleets in complex contexts

(civil, military, scientific, educational).

The epistemological justification is the following: the concept of “algebra” in this
formulation does not refer only to classical numerical or symbolic operations, but to an
operational abstraction — in the sense of categories and relational structure — in which aerial

entities (drones, sensors, receivers, etc.) can be represented as objects in a space of
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compatible operations, and the interactions between them can be modeled through
compositions, morphisms or transformations.

Therefore, aerial algebra becomes a formalized mathematical language to express and

analyze increasingly complex phenomena of modern three-dimensional communications
and distributed systems located in airspace.
Definition 2.2 (in the context of drones — specific meaning). Aerial algebra is an
interdisciplinary theoretical field that uses algebraic and relational structures to model,
analyze, and optimize the operation of autonomous or semi-autonomous drone networks
in three-dimensional airspace.

This applied branch of mathematics describes how drones interact, communicate, and
coordinate with each other, through formal operations that reflect connections, position
transformations, data routing, and collaborative processes. In this sense, each drone is
treated as an object in an algebraic structure, and the relationships between them are
expressed through functions, compositions, or transformations, depending on:

e displacement and position vectors in space (three-dimensional);

e communication and data exchange protocols;

e operational priorities and distributed tasks;

e collision avoidance and path optimization rules.

e Aecrial algebra in the context of drones provides a formal framework for:

e collaborative coordination of a drone fleet;

e optimization of aerial communication networks between mobile nodes;

e modeling of distributed decision logic;

e simulation of real-time interactions;

e integration of automated and algorithmic control systems.

e The mathematical dimensions involved are:

e  Groups and monoids of spatial transformations (for positions and trajectories);

e Dynamic graphs and graph algebras (for communication connections between
drones);

e Boolean algebras and modal logics (for decision making in uncertain environments);

e (Categorical structures (for mission composition and interoperability).

Between the two definitions of Aerial Algebra, the differences are both conceptual
and scope-specific. Here is a clear comparative analysis:

Characteristics (Definition 2.1):

e Broad scope: refers to all types of unmanned aerial platforms (not just drones),
including:

— drones of various classes;

— stratospheric balloons;
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— stationary platforms;
— other autonomous aerial vehicles.
e Emphasis on distributed communications and networks.
e Includes operational (not just theoretical) components.
e More general language, suitable for a broad framework (e.g. interdisciplinary
research proposals, grants, international scientific events).
Characteristics (Definition 2.2):
e Narrow and clearly defined scope: refers exclusively to autonomous or semi-
autonomous drones.
e Focuses on the operation and behavior of drone fleets — so the emphasis is on the
dynamics of drone networks.
e Terminology is more technical and directed towards aerial robotics.
e Suitable for:
— dissertations focused on drones;
— applied research in robotics and Al;
— specialized educational or engineering contexts.
The key differences are presented in Table 1.
Table 1. The essential difference

Criterion

Definition 2.1 (general)

Definition 2.2 (specific)

Sphere of application

All types of unmanned aerial

Only autonomous/semi-

vehicles autonomous drones
) . Generally distributed aerial Drone networks in three-
Domain of application . . .
communications dimensional space

Level of abstraction

Broader and conceptual, with
openness to more areas

More applied, more oriented
towards robotics and Al

Target audience

Interdisciplinary (engineers,
theorists, communicators)

Technical, robotics, STEAM
education, drone practitioners

Recommended use

Large projects, grants, extensive
theoretical works

Drone-focused dissertations,
case studies

Thus, we can state:

e if we want to define Aerial Algebra as a general theoretical concept, with multiple
applicability, then we use Definition 2.1;
e if we focus strictly on drones and their specific applications, then Definition 2.2 is
more precise and appropriate.
Definition 2.3 (unified). Aerial algebra is an interdisciplinary theoretical and applied
field that uses algebraic structures and formal mathematical relationships to model,
analyze, and optimize the operation of distributed aerial networks, especially those
composed of autonomous or semi-autonomous drones, interacting in a three-dimensional

space.
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This discipline studies, from an algebraic perspective, the processes of
communication, cooperation, decision and operational reconfiguration within intelligent
air systems, integrating methods from abstract algebra, graph theory, formal logic and
distribution computer science.

Definition 2.3 is suitable both for theoretical introductions in dissertations and for
scientific articles or academic presentations.

Definition 2.4 (accessible). Aerial algebra is a new field that uses ideas from mathematics
to understand and organize how drones communicate, collaborate, and accomplish their
missions in the air.

Through mathematical rules and models, this discipline helps coordinate drone fleets
— so that they move efficiently, avoid collisions, and work together, whether delivering
packages, monitoring farmland, or participating in rescue missions [2].

Aerial algebra combines mathematical thinking with drone technology and

contributes to the development of intelligent, safe, and efficient aerial networks.

AERIAL ALGEBRA

( AERIAL ALGEBRA )

a new field that uses ideas from
mathematics to understand and
organize how drones communicate,

Acerial algebra is a new field that uses ideas

from mathematics to understand and orga-

collaborate, and perform their tasks nize how drones communicate, collaborate,
in the air. and accomplish their missions in the air.

— + X X
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networks.

Figure 1. Infographic variants of the concept of Aerial Algebra
This version, i.e. Definition 2.4, can be used in:
e educational presentations (e.g. high schools, STEAM workshops);
e project promotion materials;
e scientific popularization speeches;

e friendly introductions at interdisciplinary conferences.
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If we want to present the concept of “Aerial Algebra” in a visual form (infographic),
we can use one of the variants illustrated in figure 1.
Definition 2.5 (short in the context of drones). Aerial algebra is a theoretical framework
that uses algebraic structures to model and optimize interactions between autonomous
drones in airspace. Through concepts from abstract algebra, graph theory, and distributed
logic, it describes the coordination, communication, and movement of drones as entities in
a mobile, intelligent, and three-dimensional network.

Definition 2.5 is an abbreviated version of the definition of "Air Algebra", suitable
for introductions, presentations, or summaries.

3. The object of study and research methods of Aerial Algebra (in the context of
definition 2.2)

In a technological landscape dominated by autonomous systems and distributed
networks, Aerial Algebra is emerging as a new field that aims to formally model collective
behaviors and communication between drones. Its object of study includes mathematical
structures that describe the interaction, coordination, and adaptation of autonomous aerial
entities in dynamic environments [10, 11]. Research in this field is based on
interdisciplinary methods, combining algebraic analysis, graph theory, formal logic,
cryptography, and computational simulations, with the aim of establishing new paradigms
for control and communication in intelligent aerial networks.

Aerial algebra studies algebraic and logical-mathematical models that describe the
relationships, operations, and cooperation structures between drones in distributed aerial
networks. This includes:

e formal structures of communication and interoperability between drones;

e rules for composing and transforming states within aerial missions;

e Jlogical and process algebras for decision-making in dynamic environments;

e abstract models for organizing, synchronizing, and reconfiguring fleets in intelligent
aerial networks.

Aerial algebra, as an innovative field at the intersection of applied mathematics,
computer science, drone engineering and communication theory, requires a rigorous and
multidimensional methodological apparatus. The research methods used in this discipline
reflect both the abstract formal character of algebraic structures and their practical
applicability in concrete operational scenarios, such as drone fleet coordination, aerial
network optimization and distributed decision modeling.

The following are presented the main categories of methods used in Aerial Algebra

research.
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¢ Formal mathematical methods. The formal method constitutes the theoretical

foundation of Aerial Algebra. This means the use of rigorous mathematical structures, such

as:

Classical and modern algebraic structures (groups, monoids, rings, process algebras)
to describe the composition and transformations between the states of a network of
drones;

Dynamic graph theory, applied to represent communication relationships and
variable topologies between drones;

Boolean algebras and logical algebras, useful in describing the binary or conditional
decisions that drones make in a collaborative context;

Category theory, used to formalize morphisms and compositions between aerial
entities, as well as to deal with operational compatibility between missions.

These methods are essential in the axiomatic formulation of the system and in

deducing internal logical coherence relations.

¢ Computational and algorithmic methods. Research in Aerial Algebra requires the

implementation and testing of theoretical models through:

Computational simulations carried out using software environments (Matlab, Python,
Simulink, ROS), to test the progressive behaviors of drones in the network;
Optimization algorithms (genetics, swarm intelligence, greedy algorithms, etc.) used
to streamline routes, distribute tasks and avoid collisions;

Multi-agent modeling, where drones are treated as autonomous agents, which interact
based on algebraic rules of communication and decision;

Symbolic computation and automatic algebraic manipulation, applied in the
development of mathematical formalisms and in the verification of system properties.
These methods ensure the transposition of algebraic models into concrete

computational applications.

¢ Experimental and applied methods. For the practical validation of theoretical models,

the following are used:

Experimental testing on drone prototypes (DJI, Parrot, Makeblock, etc.) under
controlled conditions (indoor/outdoor);

Empirical observation of the behavior of autonomous networks, in order to identify
any discrepancies between the algebraic model and physical reality;

Evaluation of the performance of coordination algorithms in distributed missions;
Experimentation assisted by sensors and tracking systems (GPS, Lidar, IMU), to
collect relevant data on the execution and interaction between drones.

The experimental method has the role of validating or adjusting the proposed

algebraic structures according to the reality of physical systems.
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¢ Interdisciplinary methods. Being a frontier field, Aerial Algebra takes over and adapts
methods specific to other fields:
—  Network theory (network science), applied in the analysis of aerial communication
connectivity and robustness;
— Distributed systems control, for managing the synchronization and stability of the
drone network;
— Artificial intelligence and machine learning, used for the dynamic adaptation of
algebraic rules based on experience or data collected in real time.
These methods complete the researcher's arsenal and allow the integration of Aerial
Algebra into intelligent autonomous systems.

4. Applications and case studies
Applications and case studies dedicated to Aerial Algebra highlight the practical
potential of this formal framework in modeling and optimizing the behavior of autonomous
drones. In this section, concrete scenarios from areas such as aerial patrol, distributed
communications, information encryption, and STEAM education are presented, in which
algebraic concepts are applied to describe, simulate, or improve the functioning of UAV
networks. The emphasis is placed on the practical relevance of the theoretical model,
providing a bridge between mathematical formalism and operational realities.
Application 4.1. Agricultural monitoring with a fleet of autonomous drones. A large
agricultural company wants to automate the process of monitoring crops, in order to detect
early signs of drought, disease, pests or nutrient deficiency. The area is vast, divided into
several sectors, and the information must be collected periodically and transmitted in real
time to the analysis center.
The solution based on Aerial Algebra. A fleet of autonomous drones is being deployed,
collaborating in a coordinated manner to efficiently cover the entire surface.
Algebraic elements involved
1. Algebraic modeling of drone network
e FEach drone is treated as an object in an algebraic structure.
e Communication and synchronization relationships are represented by morphisms (in
the categorical sense) or edges (in dynamic graphs).
e Grouping of drones into regions is done using algebraic partitions of the airspace.
11. Composition and reorganization rules
e Drones can reorganize their routes based on composition rules (for example: if one
fails, another takes over).
e Operation monoids are defined, in which commutativity and associativity of actions

allow for real-time recalculations.
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II1. Logical optimization of communication

e The system implements a logical decision algebra: if an area is completely scanned,
the “done” signal is transmitted and the drone automatically moves to the next region.

e The data flow follows an optimized logical network, in which nodes (drones) decide
locally but in global harmony.

~/ Possible results

e Fast and accurate collection of NDVI (vegetation index) data.

e Reduction of energy consumption through optimized routing and avoidance of
overlapping routes.

e Dynamic adaptation: if one of the drones encounters a problem (wind, malfunction),
the others adjust their behavior without human intervention.

In conclusion, we can say that this concrete application convincingly illustrates the
meaning of Aerial Algebra as a field in which algebraic and relational structures are
harnessed to model, analyze and optimize autonomous drone networks in a real, three-
dimensional space, while ensuring operational efficiency and distributed intelligence.
Application 4.2. Intelligent patrolling of a sensitive perimeter. An international airport or
military base wants to be protected from unauthorized intrusions, especially at night or in
areas difficult to access for ground security.

Solution based on Aerial Algebra. An autonomous aerial patrol system is being
implemented, composed of multiple drones that communicate and coordinate their routes
in real time.

The role of Aerial Algebra:

e An algebraic patrol structure is created: each drone has a defined role in a three-
dimensional spatial network.

e Cyclic rotation rules (group type) are applied so that each area is patrolled
periodically, without overlapping.

e If a drone detects an anomaly (thermal, sound, etc.), a reconfiguration rule is
algebraically activated: other neighboring drones automatically modify their
trajectories to isolate the perimeter.

Results:

e Increased detection and response efficiency.

e Intelligent redundancy: the system adapts if one or more drones fail.

e Distributed network response — without rigid centralization.

Application 4.3 (in STEAM education). Interactive math lesson with programmable
drones. A Military College (with a real or technological profile) introduces STEAM classes
(Science, Technology, Engineering, Art, Mathematics) and wants to motivate students
through applied projects.
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Proposed activity: students learn the concepts of groups, permutations, and logical
networks using programmable mini-drones that fly around the classroom or college
grounds, simulating the behavior of a coordinated aerial system.
The Role of Aerial Algebra:
e Each student/group controls a drone and defines a motion function — modeled
algebraically.
e Together, students build a spatial graph of communication and motion between
drones.
e Concepts such as:
— Commutativity: changing the flight order between two drones.
— Inverse: returning a drone to its initial position.
— Identity: the drone stays in place.
— Boolean-logic networks: activating the light depending on the distance from
another drone.
Results:
e Intuitive understanding of algebraic concepts.
e Development of logical and collaborative thinking.
e Real integration between mathematics, programming, physics and creativity.
Case Study 4.1. Autonomous aerial patrol for sensitive perimeters. In strategic areas (e.g.
military bases, refineries, airports or borders), real-time perimeter protection is essential.
Traditional security systems are expensive, rigid and can be avoided. A fleet of autonomous
drones is proposed that patrol the area according to predefined algebraic rules, adaptable
in cases of alert or failure.
1. Operational objectives
e Early detection of perimeter violations.
e 24/24 monitoring, including in difficult weather conditions.
e Autonomy and automatic reconfiguration capability.
e (Coordination without rigid central control.
11. Applying Aerial Algebra
1. 1. Mathematical structure. The fleet is modeled as a crowd D = {d1, d>,..., d,} of drones.
A set of binary operations is defined:
e (D: Spatial reconfiguration (positions).
e : Time synchronization.
e o: Composition of trajectories.
These operations form an algebraic structure resembling a group or semigroup,

depending on the nature of the application.
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I1.2. Relational networks. Drones communicate with each other through a directed graph
network G(V, E), where:
e V' they are drone nodes;
e [E are communication links (wifi/5G/LoRa).
The graph is dynamic — edges are activated based on proximity and obstacles.
11.3. Distributed logic. Cellular automaton or fuzzy logic rules are used to decide:
e  Who takes over patrolling in case of failure;
e How to form rapid intervention subgroups;
e How to avoid collisions (e.g. spatial priority rules).
If we want to present diagrams and visual representations, then we can use one of the

variants illustrated in figure 2.
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Figure 2. Schemes and visual representations

In this case, the positioning algebra is:
P(d;, t)=fi(x, y, z, t), where f; € 4, algebra of trajectories.
II1. Required Resources
111.1. Hardware
e Drone with GPS, proximity sensors, IR cameras, autonomy > 30 min.

e Base station + edge server for storage and analysis.
111.2. Software
e Algebraic calculation engine (e.g.: Python + SymPy / MATLAB).
e Acrial simulator (e.g.: Gazebo + ROS).
e Ad-hoc communication network (Mesh/LoRa/5G protocol).

1I1.3. Technical bibliography
e Choset et al. (2005) — Principles of Robot Motion.

e Russell & Norvig — Artificial Intelligence: A Modern Approach.
e T. Roughgarden — Communication Networks.

e  Works on drone swarms, UAV coordination, algebraic topology in robotics.
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~/ TIL4. Results and impact

e Autonomous drone networks reduce the need for physical security by 60—-80%.

e Incident response is reduced to under 5 seconds.

e The system adapts to failures and operates without direct human intervention.

e The model is scalable and replicable: it can be adapted for farms, borders, large

campuses.
Case Study 4.2. Aerial Algebra in STEAM Education.
Title: Interactive math lesson using programmable drones: introduction to vectors,
coordinates and plane motion
I. Application context: In a real-world or STEAM-oriented Military College classroom,
the teacher offers students an applied mathematics lesson using programmable mini-drones
(e.g. Tello EDU, Parrot Mambo or DJI Robomaster TT). The goal is to deepen concepts of
analytical geometry and algebra by simulating the drone's movements on an XOY plane,
using mathematical commands.
11. Educational objectives:

e Introduction to the concepts of vectors and Cartesian coordinates.

e Application of algebraic operations to programming drone paths.

e Development of computational thinking, collaboration and transdisciplinary skills.
II1. Link to Aerial Algebra: Aerial algebra becomes the conceptual framework through
which the mathematical relationships between positions, trajectories and flight instructions
are modeled. Each trajectory of the drone is interpreted as a vector in Cartesian space.
Vector composition operations or transformations (translations, rotations) correspond to
operations in algebraic structures (groups, monoids).

IV, Proposed teaching activity:
e Students receive a digital (or printed) map with a system of axes XOY.
e Drones are programmed to execute movements such as: "move 2 units on the axis
OX, apoi 3 pe axa OY, apoi 1 pe diagonala”.

e Students frame the movements into vectors.

e The sum of the vectors is calculated, the final coordinates are determined, the physical

path of the drone is checked, and errors are discussed.

e Logical obstacles or checkpoints can be introduced to optimize the route — this way

students practice algorithmization and decision-making logic.
V. Conceptual diagram: The image will be generated with a 2D map, the axes OX and OY,
colored vectors, drone trajectory and stopping points.
VI. Required resources:
e 3-5 educational mini-drones with SDK (e.g.: Tello EDU).
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e Mobile devices/tablets with programming application (Python, Scratch,
DroneBlocks, etc.).
e Markers on the ground or on the board (XY grid).
e Projector, worksheets for vectors and algorithms.
VII. Expected results:
e Deep understanding of vectors and coordinates through real movement;

Stimulating creativity and teamwork;

Developing STEAM skills: modeling, programming, mathematical logic;

Increasing students' motivation for mathematics and robotics.

VIII. Link to the curriculum: The activity can be integrated into mathematics lessons
(vectors, coordinates, linear functions), computer science (algorithms, control structures)
or robotics/STEAM classes.

IX. Possible extensions:

e Modeling linear or parabolic functions through flight paths.

e Introducing variables and loops for path optimization.

e Mathematical flight precision competitions.

Here are some concrete examples of extensions involving modeling linear and
parabolic functions through flight paths of educational drones, in the context of Aerial
Algebra and STEAM education:

IX.1. Modeling a linear function: y =2x + 1.

Teaching purpose: Students will program a drone to follow the trajectory of a linear
function in a discretized XOY plane (grid on the floor or on the screen), to understand the
slope and intercept at the origin.

Stages:

e Choose a field: x € {0, 1, 2, 3}.

e Points are calculated: (0; 1), (1; 3), (2; 5), (3; 7).

e The drone flies from one point to another: each flight is expressed as a vector in the

XOY plane.

e Students notice that the flight is oblique and constant (the fixed slope is equal to 2).
Teaching resource: XOY map with visible markers and symbolic obstacles for error control.
IX.2. Modeling a parabolic function: y = — x>+ 4x
Teaching purpose: Simulating the trajectory of a parabola, similar to a drone launch that
climbs and then descends in plane 2D.

Stages:
e Domain: x € {0, 1, 2, 3, 4}.
e Points calculated: (0; 0), (1; 3), (2; 4), (3; 3), (4; 0).
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e Students program the drone to fly to these points successively, creating a curved
trajectory.
e Drone flights are vectorized and expressed in algebraic form:
v, ={1;3}, v, ={1;1}, v, = {1; -1} si v, = {1; -3}
Teaching resource: Video simulation or physical drone with restricted flight on a suspended
XOY frame (e.g. horizontal mesh).
IX.3. Other extensions:
e  Comparisons between functions: The drone follows two routes (e.g. y = x vs. y = x?)
for observing visual differences.
e 3D modeling: Can be expanded into space with functions z = f(x, y) — for example:
domes or paraboloids for STEAM clubs.
e  Optimization:

Students design the minimum flight path that intersects points on a function — an
introduction to programming and algorithmic thinking.

In conclusion, this case study highlights the applicability of Aerial Algebra in
STEAM education, through an integrative, attractive and rigorous activity that transforms
mathematics into an active and visible tool for exploring reality.

IX.4. Didactic extension: Variables and loops for route optimization

© General objective: To introduce students to algebraic programming concepts, using
variables and loops to optimize the path of a drone that travels through multiple points in
an aerial network (2D or 3D).

@ Application context: A drone must deliver 4 objects to 4 different locations, located at

known coordinates. The goal is to minimize the total distance or flight time.

t8) Step 1: Defining the points. Positions are defined as variables:

python
b= (1, 3)
b, = (4, 7)
P;s = (6, 2)
P, = (2, 5)

Step 2: Using loops for evaluation. Students create a simple script (e.g. in Python, Blockly,
Arduino or Makeblock):

python
points= [P1l, P2, P3, P4]
route= []
total distance= 0
for i in range(len(points) - 1):
dx = points[i+1][0] - points[i] [0]
dy = points[i+1][1] - points[i] [1]
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distance= sqgrt(dx**2 + dy**2)
total distance+= distance
route.append( (points[i], points[i+l1l]))

Step 3: Optimization (TSP-type application)
Students can compare multiple orderings of points using a permutation function
(brute force or simple heuristic) to find the optimal (shortest) path.

Example:
python
from itertools import permutations
min distanta = inf
for perm in permutations (puncte):
d=20
for i in range(len (perm)-1) :
d += distance(perm([i], perm[i+1])
if d < min distance:
d

route optimum = perm

min distance

Mathematical concept learned:
e Variables — abstraction and generalization.
e Loops — iterations, recurrence.
e Functions — modularization.
e Optimization — application of mathematical methods (TSP, Euclidean distance).
e Algorithmic thinking — sequences, cases, conditions.
® [nterdisciplinary applicability:
e Mathematics: functions, distance, equations, permutations.
e Informatics: control structures, lists, algorithms.
e Physics: speed, time, energy (in flight).
e Technology: robotic programming of the drone.
e Geography: orientation and spatial mapping.
¢ STEAM educational outcomes: students design a flight algorithm with dynamically
changing parameters, understanding how algebra and programming optimize real-world

solutions.

Conclusions

Aerial algebra is emerging as an emerging discipline with a solid theoretical
foundation, articulated at the intersection of applied mathematics, distributed systems
theory, communications engineering, and advanced technology-based education. This
interdisciplinary branch proposes a unified formal framework for the description,

optimization, and control of autonomous behaviors and distributed communications in
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aerial networks, especially those involving unmanned aerial vehicles (UAVSs), stratospheric
platforms, or mobile robotic entities.

The foundations of aerial algebra combine rigorous algebraic structures with dynamic
graphs, formal logic, and cryptographic tools, providing an expressive and extensible
language for the analysis of functional relationships, communication protocols, and
distributed decision algorithms in three-dimensional environments. Thus, aerial algebra
redefines the way in which interactions between autonomous aerial entities are conceived
and analyzed, moving from a purely geometric perspective to a relational, logical, and
algorithmic one, in which airspace becomes an informational and operational support.

By formulating several types of definitions — general, specialized, applied and unified
— the concept’s capacity to adapt to various levels of use is demonstrated: fundamental
research, technological applications, STEAM education training. The unifying definition
(2.3) proposes a conceptual consolidation, highlighting the theoretical-applied nature of
the field and its potential for expansion towards new cognitive and computational
paradigms. This definitional flexibility responds to both academic and operational needs,
offering analysis tools adapted to both complex network modeling and pedagogical design
in transdisciplinary education.

The methodology associated with Aerial Algebra reflects its complexity and hybrid
character: it combines formal approaches (relation theory, symbolic logic, operational
algebra), computational modeling, numerical simulations, and case studies applied in real
contexts. This methodological diversity not only validates the internal consistency of the
concept, but also gives it an undeniable practical value in areas such as: cyber and physical
security, aerial logistics, smart agriculture, aerial urbanism, digital education, and scientific
exploration.

From an epistemological perspective, Aerial Algebra appears as a necessary response
to the technological requirements of the autonomous and distributed era. It provides
foundations for the formalization of the processes that govern the reorganization,
adaptation and resilience of intelligent aerial networks, in a context in which mobility,
interoperability and security are essential. In this sense, a new mathematical language —
adapted to airspace — is established, capable of describing and controlling phenomena that
until recently were difficult to approach rigorously.

At the same time, beyond the technical-scientific dimension, Aerial Algebra also
finds its applicability in education, contributing to the formation of computational thinking,
mathematical modeling skills and functional understanding of emerging technologies. Case
studies integrated within STEAM education demonstrate its ability to transform
mathematics into a living and exploratory tool, oriented towards solving authentic

problems, in visual, interactive and collaborative contexts.
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In conclusion, Air Algebra proposes a paradigm shift in the way airspace is perceived

and managed — from a simple physical medium to a logical, relational and algorithmic

environment, subject to formalization. Through this approach, an innovative, extensible

and rigorous framework is created for research, engineering and education in the era of

distributed communications, consolidating Air Algebra as a frontier field, indispensable in

the architecture of future intelligent and autonomous distributed networks.

Article produced within the scientific research project "Methodology of ICT implementation in the

process of studying real sciences from the perspective of the STEAM concept and Artificial Intelligence”,
code 040101, within the Institutional Research Program (2024-2027), approved by Ministry of Education
and Research of the Republic of Moldova Order no. 102 of 01.02.2024
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Rezumat. Rezolvarea problemelor negeometrice presupune utilizarea principiilor geometrice pentru a
aborda probleme algebrice. Acest articol exploreaza aplicabilitatea metodelor geometrice in rezolvarea
problemelor care nu sunt initial formulate in termeni geometrici, demonstrand cum conceptele geometrice
pot fi aplicate in diverse domenii. Articolul prezintad utilitatea metodelor geometrice in solutionarea
problemelor negeometrice prin abordarea unor exemple relevante si demonstreaza eficienta acestor tehnici
in diferite contexte matematice.

Cuvinte-cheie: Metoda geometricd, reprezentare grafica, ecuatie, sistem de ecuatii, solutie.

APPLICATION OF SOME TECHNIQUES FOR SOLVING
NON-GEOMETRIC PROBLEMS THROUGH GEOMETRIC METHODS

Abstract. Solving negeometric problems involves using geometric principles to address algebraic
problems. This article explores the applicability of geometric methods in solving problems that are not
originalliy formulated in geometric terms, demonstrating how geometric concepts can be involved in
various fields. The article presents the usefulness of geometric methods in solving non-geometric problems
bu addressing relevant examples and demonstrates the effectiveness of these techniques in different
mathematical contexts.

Keywords: Geometric methods, graphic representations, equation, system of equations.

Introducere. Matematica este o stiintd unitara, iar metode provenind din diferite ramuri
pot fi utilizate complementar pentru rezolvarea unor probleme. Desi pare o afirmatie
paradoxald, uneori aplicarea unei metode geometrice la rezolvarea problemelor
negeometrice poate aduce o perspectivd noud, simplificand calculele si dezvoltand o
intelegere mai profunda a solutiei.

Rezolvarea problemelor prezintd nucleul, sensul si izvorul interior al matematicii in
sine. Mai intai apare problema si abia apoi se construieste o teorie pentru a fi rezolvata.
Desi adesea abordarile algebrice sunt preferate, in unele cazuri, metodele geometrice pot
oferi o perspectiva mai clara si mai eficienta.

Contributia savantilor la aplicarea rezolvarii problemelor negeometrice prin metode
geometrice a fost semnificativa de-a lungul istoriei matematicii. lata cativa dintre cei mai
influenti savanti care au avut impact deosebit in acest domeniu: Rene Descartes a dezvoltat

geometria analitica. El a introdus coordonatele carteziene, care au permis reprezentarea

© Camutchi Laurentiu, 2025 85



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

problemelor algebrice in termeni geometrici. Aceastd abordare a facilitat solutionarea
problemelor negeometrice prin metode geometrice. Henri Poincaré, pionier in topologie
si teoria sistemelor dinamice, Poincaré a folosit metode geometrice pentru a rezolva
probleme din diverse domenii ale matematicii, inclusiv cele care nu sunt strict geometrice.
David Hilbert a contribuit la formalizarea geometriei si a propus probleme care au fost
rezolvate prin metode geometrice, influentdnd astfel modul in care se abordeaza
problemele matematice in general.

Aceste contributii au demonstrat ca metodele geometrice pot fi aplicate cu succes In
diverse domenii ale matematicii, inclusiv in cele care nu par a avea o legaturd directa cu
geometria. Aceasta abordare interdisciplinara a dus la dezvoltarea unor tehnici inovatoare
st la o intelegere mai profunda a conceptelor matematice.

Cercetarile recent realizate au introdus tehnici geometrice avansate pentru a tnlocui
analizele algebrice clasice. Intalnim adesea probleme de geometrie care sunt rezolvate
folosind algebra (diferite ecuatii, sisteme de ecuatii etc.). Mai putin cunoscute sunt cazurie
cand problemele negeometrice (algebrice, aritmetice) pot fi rezolvate foarte convenabil in
limbajul geometric, dar aceasta se face destul de rar, cu toate, ca in colectivele de elevi unii
posedad aceste inclinatii, iar rezolvarea acestor probleme conduce vadit la dezvoltarea
potentialului intelectual al elevului.

Procesul cheie consta in transformarea unei probleme negeometrice intr-un context
geometric echivalent. Aceasta implica etapele prezentate in fig.1.

L I!gg?iggfiriea 2. Modelarea 3. Interpretarea
proprietitilor geometrica geometrici

Figura 1. Etape de transformare a unei probleme negeometrice

in termeni geometrici
1. Identificarea relatiilor si proprietatilor prevede identificarea elementelor relevante
din problema si a relatiilor dintre acestea.
2. Modelarea geometrica. Construirea unei reprezentari geometrice a acestor relatii
folosind puncte, linii, suprafete, curbe, etc.
3. Interpretarea geometrica. Analiza figurii geometrice rezultate pentru a extrage
informatii relevante despre solutia problemei initiale.
Scopul acestui articol consta in: Crearea si aplicarea tehnicilor si modalitatilor prin care
elevii sa rezolve probleme negeometrice intr-un mod geometric pentru evidentierea
avantajelor metodei geometrice de rezolvare a problemelor algebrice, constand in
claritatea si eleganta solutiei. Principalele obiective propuse pentru atingerea scopului

cercetarii au fost: identificarea problemelor algebrice care pot fi rezolvate prin metode
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geometrice, clasificarea lov, evidentierea avantajelor si dezavantajelor utilizarii acestei
metode.
Metode aplicate. Utilizarea metodelor geometrice si tehnicilor geometrice in rezolvarea
problemelor algebrice este o abordare fascinantd care imbind cele doua ramuri
fundamentale ale matematicii. [atd cateva modalitati prin care aceste metode pot fi aplicate:
reprezentarea grafica a functiilor; folosirea principiilor geometrice, cum ar fi intersectia;
aplicarea teoremelor geometrice; utilizarea simetriei; folosirea tehnicilor trigonometrice
pentru rezolvarea problemei algebrice; utilizarea diagramelor; aplicarea transformarilor
geometrice, translatia, rotatia si reflexia care pot simplifica problemele algebrice.
Metodele geometrice aduc o dimensiune vizuald si abstractd in rezolvarea
problemelor negeometrice. Ele permit explorarea relatiilor complexe intre variabile si
identificarea conexiunilor care pot fi usor trecute cu vederea in rezolvarea traditionala a
problemelor negeometrice. In continuare propunem strategii alternative de rezolvare a

problemelor negeomtrice prin metode geometrice.
: 5
Exemplul 1. De calculat sin(arctg ;).

Solutie. Sa observa ca toate valorile functiilor trigonometrice inverse de la numere pozitive
sunt unghiuri situate in cadranul I, adica sunt unghiuri ascutite. Toate astfel de unghiuri pot

fi determinate in triunghiul dreptunghic. In cazul dat, arctgg este unghiul din triunghiul

: .. o 5
dreptunghic, tangenta céruia este egald cu o

7
Figura 2

sin (arct E) = sau sin (arct E) — V7
' 97) = 7 u st 97) =
Prin urmare, cateta opusa se raporta la cateta alaturata ca 5: 7. Aplicand teorema lui

Pitagora, determinam ipotenuza egald cu v74 (Fig. 2). Acum putem determina valoarea

oricarei functii trigonometrice de la arctangenta.
< 5V74
Raspuns: r

Exemplul 2. Sa calculam tg15°:
Solutie. Elevii din clasa 10-a pot rezolva acest exemplu in felul urmator.

tg60° —tg45° V3—-1 (V3-1)2 4-2V3
1+tg60°-tgas® ~3+1 2 2

tg15° = tg(60° — 45°) = 2 — 3.
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B

Figura 3

Acest exemplu poate fi rezolvat si de elevii clasei a 8-a.

Sa cercetam un triunghi isoscel ABC (AB = BC) si marimea unghiului de la varful
B sa fie egala cu 30°. Construim inaltimile BE si AH. Deoarece triunghiul este isoscel si
masura unghiului de la varf este egald cu 30°, urmeaza c& m(BAC) = m(BCA) = 75°.
Din triunghiul AHC, urmeaza ca m(l—TA\C) = 15°. Sa consideram ca AH =1, atunci
triunghiul dreptunghic ABH, avem: AB = 2 si BH = /3. Atunci, HC = BC — BH = 2 —
/3. Din triunghiul AHC, obtinem: tg15° = % =2—-+/3.
Rispuns: 2 — /3.

Exemplul 3. De demonstrat identitatea
1 1 _ 1
sin(512)°  sin(773)°  sin(252)°

Solutie. Vom aplica asa-numita metoda a triunghiului isoscel. Construim un triunghi
isoscel arbitrar (Fig.4).

Figura 4

Observam ca triunghiurile ABC,ABE si ACE sunt isoscele. Notdm marimea

unghiului ABC prin B. Atunci, toate unghiurile din figura construita pot fi exprimate prin
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B. Observam ca suma unghiurilor in cele trei triunghiuri isoscele este egala cu 7. Prin
urmare, 78 = 180°sau 8 = (25%) °.Fie AH L BC.
Evident, AH este inaltime comuna pentru triunghiurile ABC, ABE si ACE. Fie AH =

1. Atunci, din AABH avem ca = _1 , AB = ! =—. Prin urmare si BC = ! —.
sin B sin(257)° ’ sin(255)°
AAEH AE = —— =BE. Din AACH AC = ——— = EC. Deoarece BE + EC =
51n(51;)° sm(77;)°
BC, obtinem:
1 1 1
+ =

: No . 1\, : 5\,
sin (51 7) sin (77 7) sin (25 7)
Demonstrarea este completa.
Exemplul 4. Pentru numerele pozitive X, y si z din conditiile

2 2
y? +2z?2 =50, x*+xy+ y? =169, x% +xz+ Z? = 144 , fara a determina valorile

x,Y, z, de calculat valoarea expresiei xy + yz + xz.

Figura 5
Solutie. Scriem conditiile problemei sub forma unui sistem de ecuatii.
(v, 7
—+—=—=25
2 2

2

<x2+xy+y7=169
2 z’

(X +xz+?=144.

A, . . .. S e y z
In limbaj geometric, conform teoremei inverse-teoremei lui Pitagora, numerele 55
si 5 sunt corespunzatoare lungimilor catetelor si ipotenuzei triunghiului AOC cu unghiul

drept AOC, iar numerele x 2z si 13 sunt lungimile laturilor triunghiului AOB, in care

"V2
unghiul AOB are 135°. Aceasta concluzie urmeaza din teorema inversa teoremei

z si 12 sunt lungimile laturilor triunghiului BOC in

cosinusurilor. Analogie, numerele x, 5

care unghiul BOC are 135°.
Deoarece 122 + 5% = 169, atunci in triunghiul ABC unghiul C este drept.
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A 1y z 1
AAOC_Z\/E\/E_4}/Z'
1 y . .
AAAOB=E-x-ﬁsm135 =2
1 z . 1
AABOCZE-x-ﬁsmlSS =3%%;
1
AAABC—E'].Z'S:BO.

Asa cum, Apsoc + Apaos + Apsgoc = Apaapc, Obtinem:

1 1 1

2z + s + JXz = 30 sauxy +yz +xz = 120.
Raspuns: 120.
Exemplul 5. De calculat tg(% arcsin Z).

A : D 2 | C
Figura 6
Solutie. Construim un triunghi dreptunghic ABC cu unghiul drept C, cateta AC = 3 3 si
ipotenuza AB =5 (Fig.6). Conform Teoremei lui Pitagora BC = VAB?2 — AC? =
V25-9 = 4.

Construim bisectoarea BD in triunghiul ABC. Conform proprietatii bisectoarei in triunghi,

avem:
AB AD 5 AD
a5 _ AV 2 = 4AD = 5(3 — AD) = 94D = 15
BC DC 4 3-AD
D 15 5 D =3 5 4
= = —=—- = —— ==
9 3 3 3
Prin urmare, tg G arcsing) = tg(%mm =tg(mDBC) = % = g: 4= é

Raspuns: %

Exemplul 6. Distanta dintre orasele A si B este egald cu 400 km. Un biciclist si un
motociclist pornesc in acelasi timp unul in intAmpinarea celuilalt. In drum ei s-au intlnit
la o statie de alimentare. Biciclistul ajunge in orasul B in 9 ore dupa intilnire, iar
motociclistul ajunge n orasul A dupa 4 ore dupa intalnire. De aflat distanta de la orasul A

pina la locul unde s-au intalnit.
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Solutie. Construim un sistem rectangular de coordonate in plan (Fig.7). Pe axa orizontala
vom depune timpul (in ore), iar pe axa verticala vom depune distanta (in kilometri).
Construim 1n acest sistem graficele dependentei distantei de timp, considerand ca vitezele
de miscare a biciclistului si motociclistului sunt uniforme.

Fie segmentul AA, este graficul miscarii biciclistului, segmentele BB, - graficul miscarii
motociclistului, iar O - punctul in care s-au intalnit. Din conditia problemei, avem: AB =
400, DB, = 4.

AS
x C 9 Aq
B T
400 o™
A X | 4 B4 t
D
Figura 7

Fie timpul pana la intdlnire egal cu x ore. Cercetam triunghiurile asemenea OCA si ODA
(dupa doua unghiuri), avem:

cA, OC
> T op (D).

Din triunghiurile asemenea OCB si 0D B, (dupa doua unghiuri), avem:
BC _0C
o5, — o0 &)

Din 1) si 2), obtinem:
B 52X x2=36>x=6A4B, =6+ 4 = 10.
AD DBy x 4

Din triunghiurile asemenea DOB, si ABB,, avem:

oD DB, OD 4
= = —— =— = 0D = 160(km).
AB ~ AB, 400 10

Raspuns: 160 km.

Exemplul 7. De rezolvat inecuatia vVx > 1 — x.

Solutie. Construim intr-un sistem rectangular de coordonate graficele functiilor
yi=1-x si y,=Vx (Fig.8)
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v In limbaj geometric, a rezolva inecuatia
Vx =1 — x, se intelege a determina acele
valori a variabilei x, pentru care graficul

- functiei y, = Vx este situat mai sus de

y1=1-x graficul functiei

y, = 1 —x. Din fig.7 se vede ca ecuatia

Y

0 1 x  apartine intervalului (0; 1)
Rezolvim ecuatia Vx = (1 — x)?,
x*=3x+1=0

Figura 8
| 3+vV9-4 3145
R R
Intervalului (0; 1) 1i va apartine doar radacina ¥ Graficul functiei y, = v/x este situat

: . —V5
mai sus de graficul functiei y; = 1 — x pentru x > %

Raspuns: (#; +00).

Exemplul 8. De aflat cea mai micid valoare a functiei y=+vVx2—2x+17+

Vx? — 6x + 13.
Solutie. Scriem functia datd sub forma:

y=J(x—-12+16+,/(x—3)>+4 sau
y=y(x—1)2+0+4)2+/(x—3)2+ (0+2)2.
Observam, ci primul termen /(x —1)2+ (0 £ 4)2 in limbaj geometric, reprezintd
distanta dintre punctele A(x; 0) si B(1; +4), iar al doilea termen /(x — 3)% + (0 + 2)2 -

distanta dintre punctele A(x; 0) si C(3; £2). Evident, suma distantelor va fi cea mai mica

in cazul, cand punctele A, B si C vor fi situate pe una si aceeasi dreapta , ce intersecteaza
axa absciselor.

Punctele B si C trebuie sa fie situate pe parti diferite de axa absciselor, astfel incat sunt
posibile doua cazuri: B(1;—4), C(3;2) (Fig.9) sau B(1;4), C(3;—2) (Fig.10). Scriem
ecuatia dreptei BC: y = kx + b in doua cazuri:

_ . (~4=k+b_ [ b=—4-k _ (b=—4—k_ (b=-7
Bi-0.cED: {5 2 s T th 22U s =

>y=3x—17
7
A(x;O)Ey=3x—7:>0=3x—7,3x=7,x=§.

7 7 V160 + 40 4410 + 2/10
ymin=\/(5_1)2+16+\/(§_3)2+4= 3 = 3 =

2/10.
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Y A y 4
4 B(1;4)
2 C(3;2)
1 %x; 0) 1 A(x; 0)
> N T x
-2 C(3;-2)
—4 B(1;—4)
Figura 9 Figura 10

Riispuns: 2v/10 .
Exemplul 9. De aflat cea mai mica valoare a parametrului ¢, pentru care sistemul
{(x —cV3)2+y? -2y =0,
y =+/3|x| — 4
are o singura solutie.
Solutie. Sd observam cd prima ecuatie a sistemului poate fi scrisd sub forma
(x—cV3)?2+(y—-1)2%=1.
Aceasta ecuatie determina o familie de cercuri cu raza constantd, egald cu 1, iar toate

centrele acestor cercuri apartin dreptei y=1.
YV A

y =3|x| — 4
D[(0,—4)
Figura 11

Construim graficul functiei y = v3|x| — 4 (Fig.11). In acelasi sistem de coordonate
construim patru pozitii ale cercurilor, pentru care sistemul initial are o singura solutie.
Fiecarui cerc indicat 1i corespunde o anumita valoare a parametrului c. Asa cum, conditia

problemei cere ca c sa primeasca cea mai mica valoare, atunci din cele 4 cercuri trebuie de
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ales acel cerc, abscisa centrului careia primeste valoarea cea mai mica. Evident, acesta este
cercul cu centrul 0, .

Observim ci | cv3| = AP + A0 = AP + % Din 440D tg(0AD) = /3. Atunci,

m(0;AP) = -~ m(DAD) = 30°.

Din A0 PA: PA = 0,P - ctg30° =+/3. Prin urmare, |cvV3]| =3+ % Deoarece

7

pozitia centrului 0, i corespunde ¢ < 0, atunci —/3c =+/3 + %, c=—=

Raspuns: ¢ = —g.
Rezultate si discutii. Tehnicile geometrice aplicabile in rezolvarea problemelor
negeometrice rezultd din geometria analitica, transformari geometrice si geometria
combinatorica care fac parte din metodele geometrice fundamentale. Metodele geometrice
prezentate anterior au dovedit a fi eficiente in solutionarea problemelor negeometrice
propuse, uneori cu mici abateri.

Avantajele si limitarile utilizarii metodelor geometrice in rezolvarea problemelor
algebrice sunt indicate in Tabelul 1.

Tabelul 1. Avantaje si limitari a utilizarii metodei geometrice
la rezolvarea problemelor algebrice

Avantaje Limitiri
Vizualizare intuitiva a problemei Complexitate pentru unele probleme
Simplitate, oferd solutii rapide Abordari geometrice limitate
Generalizare cu aplicare larga de probleme Limitari de precizie
Conexiuni interdisciplinare Necesitatea expertizei la anumite etape

Rezultatele obtinute sugereaza ca metodele geometrice reprezinta o abordare utild si
vizuala pentru rezolvarea ecuatiilor cu parametri. Desi au limitatii in fata ecuatiilor
complexe, aceste tehnici pot fi utilizate cu succes in educatie si in cercetari aplicate. In
viitor, dezvoltarea unor algoritmi geometrico-algebrici ar putea imbunatati aceste abordari.

Algoritmul rezolvarii problemelor negeometrice prin metode geometrice se prezintd in

Figura 2.
. 1. Identificarea problemei
Algoritmul . . ..
... 2. Formularea problemei in termini geometrici
rezolvarii . fic
roblemelor 3. Repafuzarea grafica .
p . 4. Identificarea relatiilor geometrice
negeometri : :
. 5. Aplicarea teoremelor geometrice
ce prin ..
metod 6. Calcularea solutiilor
© Ot ¢ 7. Verificarea solutiilor
geometrice 8. Interpretarea rezultatelor
0 Generalizarea «i extinderea

Figura 12. Algoritmul rezolvarii problemelor negeometrice prin metode geometrice
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Prin acest algoritm, putem transforma problemele negeometrice in probleme
geometrice, facilitand astfel rezolvarea lor. Transformarea unei probleme negeometrice si

rezolvarea ei este un proces valoros, care permite rezolvarea unor probleme complexe.

Concluzii

Metodele geometrice au demonstrat ca pot oferi solutii inovative si eficiente pentru
probleme care nu sunt in mod traditional considerate geometrice. De la optimizare si
algebra pana la teoria grafurilor, aplicarea acestor metode a deschis noi directii de
cercetare. Viitorul cercetarii in acest domeniu se afla Tn extinderea acestor tehnici pentru a
include probleme mai complexe si mai abstracte, in care geometria poate juca rolul
esential. Integrarea metodelor geometrice in rezolvarea problemelor algebrice nu doar ca
oferd solutii alternative, dar si Tmbunatiteste intelegerea conceptelor matematice prin
vizualizare. Aceastd abordare multidisciplinard este esentiala in educatia matematica,
deoarece ajutd elevii sa dezvolte o gandire critica si creativa. Utilizarea acestor tehnici

poate face procesul de invatare mai captivant $i mai intuitiv.
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Abstract. In domeniul educational, activarea interesului cognitiv in randul elevilor/studentilor este una
dintre prioritatile educatiei moderne, contribuind astfel la dezvoltarea gandirii aplicative, avand la baza
strategia de Invatare care impreuna cu resetarea disciplinelor reale contribuie la formarea competentelor de
creativitate, originalitate, redescoperire si reinventare. Studiul functiilor §i caracteristicilor unor sisteme
individuale din natura au ca scop elaborarea unor noi tehnologii performante care ar contribui la progresul
tehnico-stiintific, medicina, educatie etc. Un exemplu in acest sens il reprezintd algele microscopice,
denumite diatomee, scheletul carora a inspirat arhitectii cu mostre de structuri rezistente, precum domul
geodezic, care reprezintd o icoand emblematica a arhitecturii modeme, unde cu un profil gata facut si o
cantitate minima de material, se poate obtine un maxim de rezistenta si frumusete.

Cuvinte-cheie: bionica, educatie, invatare, interdisciplinaritate, transdisciplinaritate, competente,
dezvoltare.

INTER-TRANSCIPLINARY LEARNING - TODAY'S IMPERATIVE
Abstracts. In the educational field, activating cognitive interest among students is one of the priorities of
modern education, thus contributing to the development of applied thinking, based on the learning strategy
that, together with the resetting of real disciplines, contributes to the formation of creativity, originality,
rediscovery and reinvention skills. The study of the functions and characteristics of individual systems in
nature aims to develop new high-performance technologies that would contribute to technical and scientific
progress, medicine, education, etc. An example in this regard is microscopic algae, called diatoms, whose
skeleton has inspired architects with samples of resistant structures, such as the geodesic dome, which
represents an emblematic icon of modern architecture, where with a ready-made profile and a minimum
amount of material, maximum resistance and beauty can be achieved.

Keywords: bionics, education, learning, interdisciplinarity, transdisciplinarity, skills, development.

1. Introducere

Astazi, traim intr-o lume in care ritmul schimbarilor tehnologice si al inovatiilor
creste vertiginos, conducand la schimbari majore in toate aspectele vietii noastre, inclusiv
in educatie. Astfel, imperativul prezentului, dupa cum afirma multi specialisti in educatie,
este pregatirea generatiilor tinere pentru viitor. Acest fapt impune stabilirea unor noi

prioritati in procesul de instruire, precum si conceperea inter-transdisciplinaritdtii nu numai
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in sensul integrarii cunostintelor, ci si ca mod de gandire si actiune pentru dezvoltarea
competentelor secolul XXI. Rolul profesorului in acest sens, este de a facilita Invatarea
prin aplicarea unor strategii si metode captivante si inspirate, conectdnd experientele
educationale cu oportunitdtile din viata reala. Competentele STEAM vor fi esentiale pentru
a face fata unora dintre cele mai mari provocari globale, privind Dezvoltarea durabila.

O modalitate de organizare curriculara care trece de nivelul continutului respectiv si
care vizeazd metode, respectiv, atitudini specifice este predarea inter-transdisciplinara.
Procesul de creare a unui modul interdisciplinar implicd intersectarea diferitelor domenii
disciplinare, fiind deseori omise limitele stricte ale disciplinelor individuale. Prin adoptarea
unei astfel de abordari interdisciplinare, se pot atinge obiective de invatare si competente
de ordin superior, cum ar fi capacitatile metacognitive care reprezinta baza dezvoltarii
competentelor integrate/transversale (luarea deciziilor, rezolvarea problemelor),
transferurile metodologice si conceptuale dintr-o disciplina in alta, si chiar fuziunea
disciplinelor.

Aceasta din urma, reprezintd in cea mai mare parte abordarea transdisciplinara,
caracterizata prin cel mai inalt grad de integrare a curriculumului, axatd pe noi domenii de
investigatie si programe de cercetare, incluzand toate nivelele anterioare (disciplinar,
pluridisciplinar, interdisciplinar si transdisciplinar), concentratd pe aspectele vietii
cotidiene cu adevarat semnificative. In literatura de specialitate, invitarea transdisciplinara
a fost ridicata la rangul de ,,noua viziune asupra lumii”, iar abordarea transdisciplinara a
unor aspecte poate duce la intelegerea si solutionarea provocarilor complexe a lumii
prezente [3].

Actualmente, stiintele reale trec printr-o dezvoltare impetuoasa care se materializeaza
print-un sir de transformari, inclusiv, transferuri de idei, concepte, aplicatii din domeniul
biologiei in cel al tehnicii si tehnologiei. In domeniul educational, activarea interesului
cognitiv in randul elevilor/studentilor este una dintre priorititile educatiei moderne,
contribuind astfel la dezvoltarea gandirii aplicative, avand la baza strategia de Invatare care
impreund cu resetarea disciplinelor reale contribuie la formarea competentelor de
creativitate, originalitate, redescoperire si reinventare.

Natura, care prin definitie este perfectd, iar formele ei sunt ideale, reprezintd
caracteristici universale si generale pe care le percepem prin sentimente de uimire si
admiratie, armonie si proportionalitate si care ne marcheaza existenta emotionald si sociala
[2].

Melissa Sterry, fondatoarea Bionic City, una dintre cele mai importante companii din
Marea Britanie, care exploreaza potentialul naturii in constructia oraselor din viitor,
considera cd arhitectii trebuie sd lucreze alaturi de cercetatori si practicieni din diferite
domenii, 1n realizarea proiectelor de impact pentru noile generatii, tinand cont de influenta

naturii in viata omului. Ea afirma ca ,,/n timp ce omenirea construieste sa dureze, natura

© Chiriac Eugenia, Grigorcea Sofia, Tiganas Odetta, 2025 97



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

construieste sa evolueze. Flora §i fauna prezinta o gama larga de strategii si flexibilitate,
iar un lucru pe care-l au in comun este ca evolueaza constant”.

Studiul functiilor si caracteristicilor unor sisteme individuale din naturd au ca scop
elaborarea unor noi tehnologii performante care ar contribui la progresul tehnico-stiintific,
medicind, educatie etc. Un exemplu in acest sens il reprezintd algele microscopice,

denumite diatomee.

2. Caracterizarea biologica si geometria peretelui celular ale unor diatomee

Diatomeele sau bacilariofitele sunt alge microscopice, unicelulare solitare sau
coloniale, incluzand peste 100 000 de specii acvatice (planctonice si bentonice). Acestea
reprezinta un grup de organisme puternic diferentiat si specializat, cu un tip particular de
perete celular. Din punct de vedere chimic, peretele celular sau carapacea unei diatomee
este formatd din substante minerale (silice) si organice (celuloza si pectind). Prin calcinare,
substanta organica se distruge si rdimane numai scheletul silicios. Carapacea se pastreaza
si dupa moartea organismului.

Forma exterioara a diatomeelor prezintd corpuri geometrice in forma de triunghi,
cerc, romb, elipsa, sferd, cilindru, suveicd, bastonage etc. Reiesind din particularitatile
structurale si modul de inmultire, se deosebesc diatomee penate (forma alungita, eliptica,
de bastonas) si diatomee centrice (forma cilindrica sau de disc cu simetrie radiara, lipsite
de rafd). Peretele celular este reprezentat de o teacd de naturd proteicad si mineralizata cu
S102, formata din doua parti: epifeca (mai mare) si hipoteca (mai mica). Aceste doud teci
nu se angreneaza fix intre ele, tindndu-se impreund, datoritd citoplasmei care adera pe
dinduntru peretelui celular. Atat epiteca cat si hipoteca au doua parti diferite: valva (fundul)
si pleura sau profilul. Uneori intre valve si pleure se gisesc zone intercalare (copule). Pe
valve se formeaza adesea, ornamentatii in forma de linii paralele, puncte etc., rezultate din
ingrosarile membranei secundare ale celulei. La multe diatomee pe epitecd se gaseste o
adancitura longitudinald numita rafi. In sectiune transversala, peretele unei valve apare
dublu, fiind alcatuit din doua parti care se sustin una pe alta, cu ajutorul peretilor
perpendiculari. In partea superioari a peretelui se pot observa perforatii mari, iar in partea
inferioard perforatiile sunt mai mici si au forma unor pori fini. Prin aceste perforatii
protoplasma organismului comunica cu mediul extern, determinand miscarile de deplasare

activd in directia axei longitudinale.

3. Aspecte aplicative: peretele celular al diatomeelor — model bionic

Scheletul diatomeelor a inspirat arhitectii cu mostre de structuri rezistente, unde cu
un profil gata facut si o cantitate minima de material, se poate obtine un maxim de
rezistentd si frumusete. In acest context, arhitectul american, Buckminster Fuller, un

simbol al arhitecturii moderne din anii 50 ai secolului trecut, bazandu-se in mare parte pe

© Chiriac Eugenia, Grigorcea Sofia, Tiganas Odetta, 2025 98



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

structura membranei silicioase a unei specii de diatomee, numita Stephanopyxis turris, a
descoperit mecanismul ce std la baza acestei structuri, gratie careia in anul 1954, a obtinut
un brevet referitor la domul geodezic, care reprezinta o icoana emblematica a arhitecturii
moderne [1].

Figurile geometrice si domul geodezic

Cupolele geodezice sunt poliedre cu fete triunghiulare plate, care genereaza
pentagoane si hexagoane, ale caror varfuri coincid cu suprafata unei sfere imaginare care
o circumscrie. Cele mai multe dintre ele, sunt derivate din icosaedru (20 de fete
triunghiulare), considerata de specialistii din domeniu, o sferd geodezica de frecventa 1.
Intrucat forma proiectati este prea geometrica, acest lucru poate duce la intelegerea gresita
cd nu existd nicio relatie cu natura. in anul 1998, Fuller a afirmat ca natura favorizeaza
modelul sferic si ca ,,Aceasta ar fi o reprezentare a sistemului de coordonate al naturii,
care a declansat studiul matematicii pentru ingineria acestei configuratii’. O mare parte
din avantajul structural al domului geodezic provine din stabilitatea enorma, oferita de
plasa triunghiulara. Dupd cum afirma specialistii in domeniu, un triunghi, este un element
stabil independent de dimensiunea sa, singura forma rigida, chiar si atunci cand sunt
construite cu conexiuni flexibile, fiecare varf stabilizindu-se pe partea opusi. in 1979,
Fuller afirma ca ,,Triunghiul persista in Univers ca un model constant. Orice alte modele
cunoscute sunt recunoscute in mod inerent numai in virtutea integritatii lor structurale,
triunghiulare. Doar modelele structurate triunghiular sunt modele regenerative, iar
structurarea triunghiulara este un standard de integritate in sine”. Totodata, Fuller descrie
forta dintre un dreptunghi si un triunghi in cazul cand este aplicatd o presiune asupra
ambelor structuri. ,,Dreptunghiul se indoaie peste varfurile sale si ar fi instabil, dar
triunghiul rezista la presiune si este de aproximativ de doua ori mai puternic si mai rigid”,
afirma arhitectul.

Acest principiu i-a ghidat studiile cétre crearea cupolei geodezice, in care a descoperit
ca, daca s-ar crea o structurd sferica din triunghiuri, aceasta ar avea o putere inegalabila.
Astfel, poliedrele formate in intregime din fete triunghiulare regulate, corespund
structurilor mai auto-stabilizate si, prin urmare, sunt cele mai indicate si utilizate de Fuller,
in configuratiile geodezice, intrucat alte geometrii precum patratele, pentagoanele,
hexagoane au tendinta inerentd de deformare. ,,Triunghiul este o figura matematica
naturala care, in combinatie cu alte triunghiuri, ofera eficienta maxima cu efort structural
minim, prin reunirea unei serii de unitati geometrice, identice, care sunt auto-sustinute i
usoare”, spune Fuller, iar ,,sferele se potrivesc perfect cu principiul - a face mai mult cu
mai putin, deoarece includ cel mai mare volum cu cea mai mica suprafata in cupole, or,
aceasta inseamna o garantie de economisire a materialului”. Conform, specialistilor din

domeniu, structura sfericd a unui dom geodezic este una dintre cele mai eficiente atmosfere
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interioare pentru locuintele umane, deoarece aerul si energia pot circula fard obstacole,
permitand atat incdlzirea, cat si ricirea sa aiba loc n mod natural.

Forma cupolei geodezice este foarte avantajoasa, deoarece optimizeazd sarcina,
deplasand fortele in toata structura sa. Este ergonomica, aerodinamicd si rezistentd la
situatii extreme precum: vanturile puternice, furtunile, cutremurele si acumularile de
zapada. Domul geodezic combina stabilitatea inerentd a triunghiurilor cu raportul avantajos
dintre volumul si suprafatd unei sfere, ceea ce are ca rezultat mai putine materiale de

constructie si mai mult spatiu, inclusiv, reducerea costurile pentru intretinere [1].

Concluzii

Interesul cultivat la elevi/studenti, in procesul de predare-invdtare a modelelor
bionice, contribuie la stimularea motivatiei si aprofundarea cunostintelor nu numai in
domeniul biologiei, dar si al disciplinelor conexe, cum ar fi matematica, fizica, chimia,
informatica, geografia, istoria, s.a., att la nivelul invatdmantului general cat si cel
universitar, stimuldndu-se astfel, educatia de cercetare, axatd pe inter- si
transdisciplinaritate, cat si educatia comportamentald a generatiilor de maine, care poate

avea un rol semnificativ, inclusiv, in conservarea biodiversitatii si educatiei ecologice.

Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementarii TIC in
procesul de studiere a stiintelor reale din perspectiva conceptului STEAM si Inteligentei Artificiale”, codul
040101, din cadrul Programului institutional de cercetare (2024-2027), aprobat prin Ordin MEC nr. 102
din 01.02.2024
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Rezumat. In acest articol sunt examinate cele mai importante modalititi de invatare ale sistemelor
inteligenta artificiala (IA) si aplicarea lor in procesul de studiere a matematicii. Tehnologiile moderne
modifica rapid sistemul educational, iar inteligenta artificiald joacd un rol cheie in acest proces. Matematica
este una dintre stiintele cheie in care A poate deveni un instrument puteric pentru predarea-invatarea,
automatizarea sarcinilor de rutind si personalizarea educatiei. Cum este deja utilizatd IA in lectiile de
matematicd si ce perspective/amenintari se deschid pentru profesori si elevi. Se face o caracteristica
succinta ale sistemelor de IA utilizate la studierea matematicii. La fel sunt analizate diverse probleme de
Matematica solutionate prin intermediul sistemelor 1A, pecum: Julius Al si Mathos IA.

Cuvinte cheie: inteligenta artificiala, invatare automata, invatare profunda, sistemele de IA utilizate la
studierea matematicii.

REMODELLING THE MATHEMATICS EDUCATION PROCESS

FROM THE PERSPECTIVE OF Al PERFORMANCE

Abstract. This article examines the most important ways of learning artificial intelligence (Al) systems
and their application in the process of studying mathematics. Modern technologies are rapidly changing the
education system, and artificial intelligence plays a key role in this process. Mathematics is one of the key
sciences in which Al can become a powerful tool for teaching-learning, automating routine tasks and
personalizing education. How Al is already used in mathematics lessons and what prospects/threats open
up for teachers and students. A brief characteristic of Al systems used in studying mathematics is given.
Various mathematical problems solved by means of Al systems, such as: Julius Al and Mathos Al, are also
analyzed.

Keywords: artificial intelligence, machine learning, deep learning, Al systems used in studying
mathematics
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1. Forta transformatoare a Inteligentei Artificiale

Inteligenta Artificiala (IA) reprezinta nu numai o tehnologie utilda de ultima ora dar,
in acelasi timp, este si o fortd transformatoare. O fortd care volens-nolens remodeleaza
intregul proces de organizare a sistemului educational, inclusiv strategiile si mijloacele de
solutionare a problemelor din diferite sfere de activitate ale omului modern: economie,
tehnologie, educatie, robotica, politica etc.

Fondatorul inteligentei artificiale este considerat celebrul matematician englez, Alan
Turing. In acest sens si ne reamintim de faimosul Test Turing prin intermediul caruia s-ar
putea clarifica daca competentele calculatorului de-a judeca, argumenta, fundamenta este
analog modalitatii de gandire a omului. Astfel, daca un om (considerat judecator) este in
discutie paralela cu doi interlocutori: un alt om si un calculator, atunci in functie de
intrebarile adresate si raspunsurile primite judecatorul determind cine este cu adevarat
omul dintre acesti doi interlocutori si care ar fi calculatorul. De mentionat ca Turing nu a
specificat exact daca judecatorul (arbitrul) ar trebui sa fie informat, ori nu, despre faptul
ca unul dintre interlocutori este un calculator.

Testul Turing in prezent este utilizat pe scara largd la diverse concursuri
internationale privind determinarea performantelor inregistrate de IA. S-ar putea de
evidentiat in acest sens concursul Loebner Prize care se desfasoard anual si ofera
posibilitatea de a realiza in practica Testul Turing. Prima editie a concursului a avut loc in
noiembrie 1991. Scopul concursului respectiv este de a impulsiona cercetarile din
domeniul 1A.

Incepand cu anul 2020, mai multe modele lingvistice performante Large Language
Model (LLM), cum ar fi de exemplu cel care tine de ChatGPT, au trecut cu brio variante
simplificate ale testului Turing.

Reamintim faptul ca un model lingvistic performant (LLM) este un model lingvistic
antrenat cu invatare automatd autosupervizatd pe o cantitate imensa de texte, conceput
pentru sarcini de procesare a limbajului natural, in special in scopul generarii de argumente
coerente, logice, clare exprimate intr-un limbaj natural. Altfel spus, un model lingvistic
enorm (LLM) este un tip de program de inteligenta artificiala (IA) care, printre numeroase
sarcini, poate recunoaste si genera texte. LLM-urile sunt antrenate pe seturi uriase de date
si sunt construite pe retele neuronale numite modele transformatore. in termeni mai simpli,
un LLM este un program de calculator caruia i s-au administrat suficiente exemple pentru
a putea recunoaste si interpreta limbajul uman sau alte tipuri de date complexe. LLM-urile
sunt antrenate pe date care au fost colectate inclusiv si de pe internet (milioane de gigaocteti
de text) care ulterior sunt aplicate Tn practica.

Alte teste similare pentru confirmarea IA la nivel uman se refera la:
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e Testul studentului robot. Robotul - sistemul IA urmeaza in cadrul unei universitati
aceleasi cursuri universitare ca si un student om si obtine o diploma ca si un licentiat
obisnuit.

e Testul cafelei. Sistemul IA avand acces intr-o casd obisnuita are abilitatile si
cunostintele necesare pentru ca sa pregateasca interlocutorilor prezenti 0 cafea de
calitate.

o  Testul ocuparii unui loc de muncd. Un sistem A lucreaza intr-o pozitie importanta,
in cadrul unei companii publice ori private, si inregsitreazd performante la fel de
frumoase ca si omul in pozitia respectiva.

Toate testele respective, cu toate avantajele si dezavantajele existente, au fost propuse
pentru a “masura” inteligenta. Chiar daca pana in prezent nu existd o opinie unanim
acceptata in raport cu acest subiect, cercetatorii din domeniul 1A au convenit de comun
acord privind criteriile inteligentei care ar trebui sa le posede sistemele 1A: sa invefe, sa
planifice, sa aiba cunostinte comune, sa rationeze, sa implementeze strategii, sa formuleze

Jjudecati, sa comunice intr-un limbaj natural, sa manifeste toate aceste calitati in activitati

[1-6].

2. Tipuri de inteligenta artificiala

Insasi termenul de inteligenti artificialdi a fost utilizat in premiera de catre
informaticianul american John McCarthy in anul 1956 la o conferinta stiintifica desfasurata
in cadrul Colegiul Dartmouth (SUA). McCarthy sustinea ca “inteligenta artificiala
reprezinta constructia de masini a caror functionare poate fi comparata cu manifestarile
umane de inteligenta”.

Conform definitiei date de Parlamentul European, ,,IA este capacitatea unei masini
de a imita functii umane, cum ar fi rationamentul, invatarea, planificara si creativitate” [7].

In contextul zilelor noastre, o buni parte din expertii din domeniu IA inclind sa
considere ca: “Inteligenta artificiala (IA) este un termen care descrie capacitatea
magsinilor, instrumentelor sau aplicatiilor de a prezenta abilitati similare celor umane si
care, de-a lungul anilor, au fost considerate exclusive oamenilor. Aceste abilitati includ
capacitatea de a rationa, de a invata, de a planifica, de a se adapta la schimbare, de a
deduce si chiar de a gandi creativ”.

Astfel, A reprezinta o ramura a informaticii, cu accente profunde in matematica, care
se focuseaza pe studiul comportamentului uman referitor la dezvoltarea de sisteme
informatice si programe ce imitd modalitatile de rationamente al oamenilor. Din aceasta
perspectiva, intelegem ca inteligenta artificiala este directionata si ghidata de tehnologii,
care se bazeaza pe un domeniu care se afla la intersectia dintre informatica, stiintele reale,

neurostiinta, psihologie si filozofie.
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In contextul celor mentionate mai sus vom caracteriza succint trei categorii principale

ale Inteligentei Artificiale [2, 3, 8].

IA ingusta ori slaba (AI narrow or weak). Se numeste IA slaba din perspectiva
faptului ca nu se ridica la nivelul intelegerii umane, altfel spus sunt inca la o distanta
semnificativa de nivelul ratiunii umane. Sistemele respective realizeaza sarcini doar
in cadrul domeniului pentru care au fost dezvoltate si nu executa sarcini din exteriorul
domeniilor pentru care au fost concepute. Sisteme slabe pot sa invete cum sa execute
doar anumite sarcini specifice si nu mai mult. Aceste, in esentd, sunt cauzele pentru
care tipul de Al este ,,ingust”. Printre exemplele de TA ingustd pot fi mentionate:
chatbotii care pot sa raspunda la intrebari de bazad ale potentialilor clienti,
recunoasterea faciala si vocala, organizarea si pastrarea la zi a agendei de lucru etc.
IA generala ori puternica (Strong Al). IA puternica se considera mult mai flexibila
comparativ cu IA slaba, din perspectiva adaptabilitatii si capacitatii de a invata din
experientd si a dezvolta abilitati care ar permite sd execute un set mai extins de
sarcini, care au ori nu conexiuni intre ele. IA generald, dispunand de un intellect
flexibil, ar avea potentialul sa execute cu succes orice sarcina intelectuala pe care un
om obisnuit ar putea sa o indeplineasca, uneori poate chiar mai bine decat ar in stare
un om. Tehnologiile care ar fi in stare sa dezvolte Inteligenta Artificiald generala nu
existd Tn acest moment. Expertii considera ca IA generald va fi dezvoltatad in urmatorii
10-20 de ani.

IA superinteligenta (Super intelligent Al). IA superinteligenta se caracterizeaza prin
faptul ca este complet constinetd de sine si depaseste semnifictiv inteligenta umana.
Sistemele respective vor avea capacitatea de a perfectiona si a imbunatati in
permanent propriile decizii, in raport cu o problema ori alta, fiind cu mult mai eficente
si mai rationale comparativ cu deciziile generate de inteligenta umana. Dotata cu o
putere analitica exceptionald A superinteligenta ar putea depasi capacitatile logice
umane, influentand considerabil cursul de dezvoltare a speciei umane.

3. Cum invati un sistem IA lucruri noi?

Existd la moment cateva metode fundamentale prin intermediul carora [A invata

lucruri noi. Astfel, [8]:

e [nvatarea automata (Machine Learning). Invatarea automatd reprezintd o

modalitate de invatare-cercetare, prin intermediul calculatoarelor, fara programare

specifica, prelucreaza o cantitate uriasa de date si pe care le analizeaza si le structureaza,

si in baza rezultatelor obtinute reactioneaza la sarcinile stabilite. Astfel, ML poate invata

si imbunatati din prelucrarea unor massive mari de date si experienta acumulata, fara a fi

programata nemijlocit pentru a executa aceste sarcini. Algoritmii ML sunt elaborati in aga

fel incit, prelucrand informatia primitd, sa poata lua decizii in mod autonom, bazandu-se
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pe datele obtinute. In calitate de exemplu ML, pot fi asistentii virtuali care pot intelege
comenzile vocale.

e Retelele neurale (Neural Networks). Retelele neurale reprezinta esenta Inteligentei
Artificiale si sunt fundamentale pentru invatare automata. Retele neurale reprezintd modele
de calcul cu mai multe straturi care dispun de noduri clasificate analog ca neuronii dintr-
un creier biologic. Din aceasta perspectiva, algoritmii pentru retele neurale sunt elaborati
pentru a gasi solutii, recunoscand tipare, facand predictii si luand decizii in mod autonom,
bazdndu-se pe datele obtinute. Astfel, inspirate de retelele neurale biologice, retele
interconectate de algoritmi fac schimb de date si pot fi programate pentru a indeplini
anumite sarcini intr-un mod complex care incearca sa imita gandirea omeneasca. Sisteme
respective invatd sd indeplineasca obiective si procese analizand exemplele pe care le
primesc din exterior, fard ca sa fie programate si sa duca la bun sfarsit o sarcind anume.
Retelele neuronale (NN) au gasit aplicatii in diverse domenii, cum ar fi recunoasterea
imaginii si a vorbirii, prelucrarea limbajului natural, modelarea, vehicule autonome si
multe altele

o Invitarea profundd (Deep Learning). Invitarea profunda este o metoda de invatare
automatd mult mai aprofundata, prin intermediul carora calculatoarele invata sa faca lucruri
intr-un fel foarte apropiat de cel uman: s invete din experienta. Invitarea profunda este o
subcategorie a invatarii automate care utilizeaza retele neuronale multistratificate, numite
retele neuronale profunde, pentru a simula puterea decizionala complexa a creierului uman.
Diferenta semnificativa dintre invdtarea profunda si invatarea automata este structura
arhitecturii retelei neuronale subiacente. Modelele de invatare profunda utilizeaza ca regula
sute sau mii de straturi pentru a antrena modelele, pe cand cele traditionale de invatare
automata ,,simpla” utilizeaza retele neuronale simple cu unul sau doua straturi de calcul.
Invitarea profund este tehnologia-Cheie din spatele autoturismelor autonome si ceea ce le
permite sa facd diferenta dintre un pieton sau un semn de circulatie. Pe scurt, DL permite
unui calculator sa invete direct din sunete, texte si imagini.

o Inteligenta Artificiala Generativai (Generative Al). Inteligenta Artificiala
Generativa (GAI) repezinta un tip de invatare Deep Learning care utilizeazd modele LLM
pentru a genera, in baza datelor lor de instruire, continuturi complet noi: texte, imagini,
sunete, videoclipuri, coduri software. Multe intreprinderi cat si consumatorii, chiar daca
pentru a executa sarcinile stabilite, folosind limbajul natural, si rezultatrele obtinute de GAI

in multe cazuri sunt exceptionale.

4. Aplicarea sistemelor de IA in procesul de studiere a matematicii
Aplicarea IA in sistemul educational, inclusiv in procesul de studiere a matematicii

cu siguranti aduce multe beneficii semnificative. In prezent, utilizand pe larg la dezvoltarea
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diverselor sisteme IA, asa concepte care tin de invitarea automata, invatarea profunda,
retelele neuronale, a devenit posibila constructia unor sisteme inteligente care au
potentialul sa solutioneze probleme cu un grad avansat de dificultate la matematica. Mai
mult chiar, sistemele [A sunt utilizate pentru verificarea ori chiar pentru demonstratia
mari de date, se cunosc rezultatele pozitive la aplicarea sistemelor de A Tn matematica
financiard ori la prognozarea tendintelor pietii. Prin intermediul metodelor de invatare
automata, pot fi generate modele utilizate la rezolvarea problemelor matematice cu un grad
avansat de dificultate. De exemplu, utilizarea retelelor neuronale pentru generarea
structurilor algebrice neasociative care satisfac anumite prorietdti algebrice ori
aproximarea functiilor complexe. Sisteme de IA, interactive pe platforme on line, sunt deja
folosite pe larg utilizate la studierea matematicii in licee si universitati. in asa mod,
conceptele matematice complexe sunt mai usor intelese de catre studenti. Sa examinam
unele beneficii educationale in acest sens:

A) Generarea de demonstratii matematice. Unele sisteme I A sunt utilizate pentru a livra
demonstratii formale noi pentru diverse teoreme din diferite compartimente ale
matematicii. In acest sens, munca matematicienilor devine mai putin complicati pe
anumite segmente de cercetare ori studiu.

B) Automatizarea cercetirilor matematice. Sisteme |A, precum de exemplu Open Al,
permit automatizarea unor aspecte ale cercetarii matematice. Utilizand metodele de
invatare automata examineaza cantitati mari de date din publicatii matematicii si pot
livra rezultate noi, ori chiar idei teoretice noi pentru diverse compartimente din
matematica.

C) Rezolvarea problemelor matematice. In prezent exista pe piata diverse sisteme de IA
concepute pentru solutionarea problemelor la diferite compartimente din matematica
atat pentru studenti cat si pentru profesionisti. Evidentiem in acest sens urmatoarele
sisteme IA: Julius Al, Socratic, Photomath, Mathos Al, Gauthmath, Geogebra,
Mathway, MathPapa, etc. Sistemele 1A sunt utilizate atat de elevi/studenti si
profesori pentru aprofundarea unor concepte matematice, exersarea la solutionarea
unor tipuri de probleme care tin de anumite compartimente din matematica,
intelegerea pas cu pas rezolvarea unor probleme ori demonstratia unor teoreme,
gasirea unor solutii alternative la problemele examinate etc. Vom evidentia mai jos
unele caracteristici semificative ale sistemelor de IA utilizate in prezent la studierea
matematicii:

e Ofera solutii exacte §i fiabile. Livreaza solutii exacte si fiabile in procesul de
rezolvare la diferite subiecte matematice: algebra, geometrie, trigonometrie,
analiza matematica, etc;
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e Explicatii detaliate, pas cu pas. Ofera explicatii pas cu pas la rezolvarea unor
probleme pentru ca utilizatorii sa inteleaga fiecare solutie;

e Rezolva probleme descrise prin cuvinte. Rezolvd probleme de matematica
exprimate prin texte, livrand concomitent si explicatii;

e Solutioneaza probleme receptionate prin fotografii. Studentii realizeaza o
fotografie care contine conditia problemei si sistemul IA ofera solutia pas cu pas.

o Poate sa ofere ghiduri de studii. Unele sisteme A pot sa livreze ghiduri de studii
atractive respectand in acelasi timp si standardele educationale solicitate.

o Oferd experientd de studiu personalizatd. Intelegand stilul de invitare a fiecarui
student isi adapteaza recomandarile de continut in functie de nivelul
studentului/elevului.

e Sitemele IA acopera din punct de vedere academic disciplinele STEM. In multe
cazuri, aplicatiile ofera consultanta pentru studiu diverselor discipline STEM

(biologie, chimie, fizica etc) si evidentieaza conexiunile intre ele.

5. Modele de probleme rezolvate de sisteme IA

Mai jos vom examina trei tipuri de probleme cu un nivel de dificultate peste medie,
examinate la diverse concursuri scolare, care au fost propuse pentru rezolvare sistemelor
de inteligenta artificiala Julius Al si Mathos Al. Luand in considerare ca solutiile
identificate de Julius Al si Mathos Al pentru Problemele 2 si 3 depaseau volumul a doud
pagini vom prezenta in lucrare numai solutia gasita pentru Problema 1.

Problema 1. Scoala are nevoie de N banci noi. Trei fabrici de mobila au primit o comanda
pentru productia lor. Prima fabrica poate produce n banci in trei zile, a doua fabricad poate
produce p% din cantitatea pe care prima i a treia fabricd o produc in doud zile. A treia
fabrica produce m banci in 5 zile. Cate zile va dura finalizarea comenzii? Rotunjeste
rezultatul obtinut la cel mai apropiat numar intreg.

Solutia: Solutia propusd de sistemul Julius Al. Timp de rezolvare: aproximativ 1 minut.

Let’s walk through it step by step and keep everything clear and simple. What we’re given.

o Factory 1 makes n desks in 3 days.

« Factory 3 makes m desks in 5 days.

o Factory 2 makes, in 4 days, p% of what Factories 1 and 3 together would make
in 2 days.

o The school needs N desks total.

o We want the total time (in days) to finish N desks if all three factories work
together. Then we round up to the nearest whole day.

Step 1: Convert each factory’s production to a daily rate
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Factory 1 rate: r1 = n/3 desks per day.
Factory 3 rate: r3 = m/5 desks per day.

Step 2: Understand Factory 2’s description

o First find how much Factories 1 and 3 together produce in 2 days:
e In 2 days, Factory 1 makes 2-(n/3)
e In 2 days, Factory 3 makes 2-(m/5)
« Total in 2 days together: 2(n/3 + m/5)
« Factory 2, in 4 days, produces p% of that amount:
e Production in 4 days by Factory 2 = (p/100) - 2(n/3 + m/5)
e Therefore, Factory 2’s daily rate is that divided by 4:
2 =[(p/100) - 2(n/3 + m/5)] / 4 = (p/200)(n/3 + m/5)

Step 3: Combine the daily rates

» Total daily rate R when all three work together:
e R=r1+r2+r3

e R =n/3+m/5+ (p/200)(n/3 + m/5)

o Factor the common term (n/3 + m/5):

e R=(n/3+m/5)(1+p/200)

Step 4: Compute the time to make N desks

o« TimeT (in days) = total work / rate =N /R
o Substitute R:
e T=N/[(@/3+m/5)" (1+p/200)]

Step 5: Round up to a whole number of days

Final answer:
T=ceil (N/[(0n/3+m/5) - (1+p/200)])

Notes:

ceil(x) means round x up to the nearest integer.
« This formula assumes all factories work simultaneously at constant rates.

Posibile date de intrare:
N =600, 650, 700; n = 15, 20, 25; m = 35, 40, 45, 50; p = 20, 25, . . ., 80.

Problema 2. Gdsiti toate perechile de numere prime (p, q) pentru care numdrul p* + 5pq
+ 402 este un patrat perfect.
Rezolvare. Timp de rezolvare: aproximativ 1 minut.
Raspunsul gasit de sistemul Gauthmath: (p, q) € {(13, 3), (7, 5)}
Raspunsul corect oferit de sistemul Mathos Al: (p, q) € {(13, 3), (5, 11), (7, 5)}.
Verificarea efectuata de Mathos Al:
1. For (13,3): 132+5-13-3+4-32=169 + 195 + 36 = 400 = 202
2. For (5,11): 52+5:5:11 + 4-112= 25 + 275 + 484 =784 = 282,
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3. For (7,5); 7?+57-5+4-52=49+ 175 + 100 = 324 = 182,

Problema 3. Doi pietoni, aflati initial la o distanta de 20 km unul de celalalt, se misca cu
viteze constante in directiile lor rectilinii fixe. La cdte minute dupa momentul initial de
timp va fi distanta minimd dintre ei daca se stie ca la 35 de minute de la inceput distnata
dintre ei era de 15 km, iar dupa altele 20 de minute distanta era deja de 13 km? Gasiti
aceasta distanta.
Rezolvare. Timp de rezolvare: aproximativ 1 minut.

Raspunsul corect oferit de Mathos Al: Therefore, the distance between the
pedestrians is minimal 80 minutes after the start and that minimal distance is 12 km
(Distanta minima dintre pietoni va fi de 12 kilometri la 80 de minute de la momentul

initial).

Concluzii

Sistemele IA inregistreaza performante extraordinare care tin de rezolvare si
explicarea problemelor de matematica. Pentru sistemele |A existente, destinate pentru
studiul matematicii, inclusiv cele mentionate mai sus, practic nu existd probleme de
matematicd din cursul liceal ori universitar care nu ar putea fi rezolvate si lamurite pas cu
pas. In contextul dat riman insd deschise o serie de probleme de ordin pedagogic,
psihologic, didactic si moral.

1. Ar trebui sistemele A existente incluse in procesul didactic de studiere a matematicii
si a disciplinelor STEM? Daca da, in ce masura ar trebui introduse si cand ar trebui
folosite mai intens de elevi/studenti? Cum ar trebui personalizatd educatia
matematica in acest sens?

2. Cunosc profesorii de liceu si cei universitari cum ar trebui sa organizeze procesul
didactic astfel, incat forta acestor sisteme IA din domeniul matematicii sa fie orientata
spre cresterea nivelelui de cunostinte si abilitatile de rezolvare a problemelor a
elevilor/studentilor si nu in defavoare lor?

3. Performantele nregstrate de sistemele IA in domeniul de rezolvare a problemelor de
matematicd sunt incredibile. Cum s-ar putea de predispus elevii/studentii sd nu
utilizeze aceste sisteme IA la pregatirea temelor pentru acasa, atunci cand se cere ca
ei sa lucreze individual?

4. Majoritatea sistemelor [A din domeniul matematicii care inregstreaza perfromante
semnificative sunt cu plati. In ce masura si in ce mod pot fi implicati in procesul
didactic si elevii/studentii care nu au posibilitate sa achite serviciile respective?

5. Cat de mare este riscul ca o parte din elevii/studentii implicati in procesul de studiere

(rezolvare) a diferitor compartimente (probleme) de matematica prin intermediul
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sistemelor IA vor refuza ulterior categoric sa studieze de sinestator matematica prin

intermediul metodelor clasice, motivand ca abordarile respective sunt plictisitoare?

In asa mod, nu este exclus faptul ca va fi generatd o intolerant vadita in raport cu
abordarile pedagogice clasice (teme individuale pentru acasa, teste individuale, lucrul cu
cartea de matematica etc) privind studierea stiintelor reale. Motivatia fiind urmatoare:
»Daca sistemul [A poate sa rezolve de ce ar trebui sa muncesc si eu pe acest subiect”? Prin
aceasta prisma de idei este firesc sa ne intrebam: Exista oare amenintarea ca atractivitatea
cailor/metodelor usoare si simple, prin implicarea directa a sistemelor 1A, de a rezolva
probleme de matematica vor ramane determinante, decisive in activitatea de cunoastere a
elevilor/studentilor, ultimii in mare parte vor ramane demotivati si nu vor dori sa depuna
eforturi proprii pentru asi imbunatati performantele academice?

In contextul celor punctate mai sus considerim ca rolul profesorului de matematica
devine si mai important. Sistemele [A ar trebui sa faciliteze si sd completeze activitatea
profesorului de matematica. Cum ar trebui in acest sens sa interactioneze profesorul-
elevul/studentul-sisteme I1A? Intrebarile respective, cat si multe altele, vor fi la ordinea zilei
in procesul de studiere a matematicii incd multi ani. In schimb, considerim noi,
identificarea solutiilor eficiente la problemele formulate mai sus va fi un proces continuu,

cu multe necunoscute si provocari interesante.
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din 01.02.2024
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Abstract. This paper analyses the potential of digital mathematics textbooks (DMTSs) as interactive,
adaptive instruments that support support innovative teaching, individualised learning and stimulate
motivation. Research indicates a positive impact on student motivation and achievement, especially when
used alongside specialised digital resources and platforms. The implementation of DMTSs varies across EU
countries, reflecting differences in infrastructure, policy frameworks, and teacher support. Effective
integration of digital textbooks requires technological readiness, institutional support, and continuous
professional development for teachers. Further research is essential to understand the pedagogical benefits
of DMTs in diverse educational contexts.

Keywords: digital mathematics textbooks (DMTSs), digital transformation, interactive and adaptive
learning.

PREDAREA MATEMATICII PRIN INTERMEDIUL MANUALELOR
DIGITALE: PERSPECTIVE GLOBALE SI PROVOCARI ALE

IMPLEMENTARII

Rezumat. In acest lucrare se analizeazi potentialul manualelor digitale de matematici (MDM) ca
instrumente interactive si adaptive care sustin, predarea inovativa, instruirea diferentiatd si motiveaza
studentii sd invete. Cercetdrile indicd un impact pozitiv asupra motivatiei si performantelor elevilor, n
special atunci cand sunt utilizate alaturi de resurse si platforme digitale specializate. Implementarea TMD-
urilor variazd in diferite tari ale UE, reflectand diferentele in ceea ce priveste infrastructura, cadrele de
politici si sprijinul acordat profesorilor. Integrarea eficientd a manualelor digitale necesita pregatire
tehnologicd, sprijin institutional si dezvoltare profesionald continud pentru profesori. Cercetari
suplimentare sunt esentiale pentru a intelege beneficiile pedagogice ale TMD-urilor in contexte
educationale diverse.

Cuvinte cheie: manuale digitale de matematica (MDM), transformare digitald, invatare interactiva si
adaptiva.

1. Introduction

The rapid digital transformation of education requires rethinking how teaching
materials, particularly textbooks, are designed and used. In this evolving perspective,
digital mathematics textbooks (DMTSs) have become one of the most promising tools for
integrating technology into effective instruction. Compared to standard printed books,
digital mathematics textbooks offer a richer, multi-modal learning experience. They often
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include components such as interactive exercises, visual simulations and modelling,
explanatory videos, real-time feedback tools, and pathways that can be adapted to students’
individual progress (Johansson et al., 2024; Wirth & Greefrath, 2024) [1, 2]. It is expected
that these improvements would result in a more dynamic, individualised, and student
performance-based mathematics learning experience. To effectively encourage students’
analytical thinking in mathematics, teachers should plan their lessons around clear
objectives that are based on curriculum standards and consider different learning styles
(Dani, A. & Ashok, D., 2025) [3].

Recent studies highlight that digital mathematics textbooks differ fundamentally from
traditional ones by integrating dynamic characteristics that communicate content and
actively design the instructional process. According to Hoch, Reinhold, Werner et al.
(2020) [4], to fully benefit from the digital format, math e-textbooks should embed
interactive randomised exercises and problems, adaptive levels of difficulty, and automated
feedback. In such a way, students interact more deeply with mathematical content,
personalise their learning pace, and receive guidance tailored to their needs. Additionally,
DMTs can provide instant, task-specific feedback. For that reason, DMTs move beyond
their traditional role as static sources of information, becoming effective teaching resources
that support individualised learning and stimulate motivation.

Furthermore, mathematical understanding can be significantly enriched through
digital tools like GeoGebra, Desmos, or Mathway, which facilitate dynamic modelling,
geometric visualisation, and exploratory learning. As Brni¢ and Greefrath (2020) [5]
observe, such tools help bridge abstract mathematical concepts and tangible visual
representations, supporting deeper cognitive processing. At the same time, interactive
elements not only transform the textbook from a static medium into an adaptive learning
environment but also enable more differentiated instruction and promote student
engagement. Therefore, digital textbooks are no longer simply carriers of content but
dynamic instructional tools that contribute to formative assessment and real-time support
in math instruction.

The positive effects of digital resources on mathematical achievements have been
demonstrated by a growing amount of empirical and meta-analytic research. For example,
in their study, Knight, B.A., Casey, M. and Dekkers, J. (2017) [6] found that students
reported feeling both empowered and supported when using e-textbooks in mathematics
classes, especially because they could adjust the learning pace according to their readiness.
Students’ opinions about e-textbooks had been mostly favourable, describing them as
modern, captivating resources that improve education. Another example, a meta-analysis
by Wijaya et al. (2022) [7] synthesised data from 17 trials with 26 effect sizes and more
than 3,000 participants and discovered that digital mathematics textbooks significantly
enhanced students” mathematical achievement (Hedges® ¢=0.82). The greatest
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improvements were observed among preschool learners within short-term interventions
involving small groups, regardless of whether the e-textbooks were interactive or not.

Digital mathematics textbooks represent an important step forward in rethinking
instructional design. Accordingly, as digital education continues to expand, further
research is essential to unlock the pedagogical potential of DMTs across diverse teaching
contexts.

2. Towards a Digital Ecosystem for Mathematics Education

As interactive multimedia educational resources gained popularity and information
and communication technologies were incorporated into the classroom, digital textbooks
experienced a major change and became widely used in developed countries over the past
two decades. Numerous educational strategies, ranging from national digitalisation
programs to European initiatives focused on enhancing learning outcomes through
technology, have contributed to the widespread adoption of digital textbooks.

The Digital Education Action Plan 2021-2027 (European Commission, 2020) [8]
serves as a basis for European initiatives that underline the importance of “unlocking the
potential of digital technologies for education and promoting digital skills for all”. This
strategic document encourages national efforts aimed at ensuring the availability of high-
quality digital educational content. The Council Recommendation on Digital Education
(European Commission, 2023) [9] is another important document that emphasises the
significance of creating curriculum materials. It promotes the development and use of
digital educational content, such as interactive resources and digital textbooks, and aims to
create an efficient digital education ecosystem across all EU member states.

In alignment with EU strategic policies, the Republic of Moldova adopted national
frameworks and action plans, primarily the Digital Transformation Strategy 2023-2030
[10] and the Education 2030 Development Strategy (2023) [11], which focus on promoting
digital technologies in education, supporting the use of digital educational resources, and
developing digital competencies among teachers and students. These national efforts
highlight that the integration of digital textbooks into teaching practices represents a
strategic approach to ensure equitable access to quality education, improve learning
outcomes, and promote innovation in the classroom.

An initial step in analysing the use of digital mathematics textbooks within European
education systems is to define the concept of a digital textbook and to clarify its potential
in supporting differentiated instruction. According to the Top Hat glossary, a digital
textbook is “an electronic version of a printed textbook. Digital textbooks are used in
college as a supplement to lectures, labs and tutorials. [...] . This description also includes
associated terms such as “interactive textbooks” and “dynamic textbooks”, drawing our
attention to their enhanced functionality compared to traditional formats. “An interactive
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textbook is an electronic textbook that can be customized with media, audio, discussion
questions and additional interactive elements that keep students engaged”.

Based on our previous findings (Balmus, N. & Chiriac, T., 2022 [12]; Sirghi, O. &
Chiriac, T., 2023 [13]), we argue that interactive resources foster deeper conceptual
understanding by enabling students to engage actively with mathematical content.
Moreover, the exploration of complex ideas through dynamic visualisations, virtual
modelling, and interactive components creates opportunities for instructional
differentiation, allowing teachers to better address diverse learners’ needs. Beyond their
functional role, such resources require the adoption of new methodological approaches
adapted to the digital environment. Their interactive design significantly impacts how
students understand the content, providing more individualised and engaging learning
experiences.

Digital mathematics textbooks have a lot of potential, although their true impact
depends on how efficiently they are designed. Thus, one of the most considerable
challenges lies in the pedagogical design of DMTs. From a socio-cultural perspective,
Rezat and Strésser (2012) [14] note that educational artefacts such as textbooks and digital
technologies play a fundamental role in shaping the didactical procedure. They propose
extending the classic teacher-student-content model into a “socio-didactical tetrahedron”
incorporating tools and representations as core elements (figure 1). This model reflects the
idea that mathematics education is inherently mediated by both material and symbolic
artefacts, where artefacts play an active role in shaping instructional dynamics.

Artefacts

Teachers Students

Mathematics

Figure 1. The socio-didactical tetrahedron model
[adapted from Rezat and Strisser (2012)]

Another notable aspect is the critical role of teachers in the digital transformation
process. Effective implementation of digital textbooks depends not only on technological
infrastructure but also on teachers’ active engagement in collaborative problem-solving
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within educational ecosystems (based on collaboration between the stakeholders — school
leaders, teachers, parents, and other stakeholders). In this connection, Modén (2021) [15]
states the use of digital resources generates conflicts and tensions within traditional didactic
activities, particularly when digital textbooks are substituted for traditional instruments like
printed textbooks. All of these contradictions should be regarded as opportunities for
professional development and innovative teaching, even if they are frequently recognised
as difficulties. However, addressing them requires collaborative reflection and institutional
support, enabling teachers to revise their teaching methods, engage in continuous
professional development, and explore new strategies for integrating digital tools in the
curriculum.

These findings emphasise the indispensable role of teachers in shaping the digital
transformation of education. In order to exploit the full potential of digital resources and
promote meaningful learning, it is crucial that teachers develop a deep understanding of
this transformation and are sufficiently prepared to manage its challenges.

The implementation of digital textbooks varies across EU member states, reflecting
differences in national policies, infrastructure, and pedagogical priorities. According to the
OECD’s comparative research (2023, p. 21) [16], important differences exist between EU
countries in developing digital education ecosystems, with many still facing challenges
related to “access, data interoperability, and teacher support”. The creation of institutional
structures such as “innovation labs” is seen as crucial for the effective and responsible
integration of digital resources, including interactive textbooks. It is important to consider
the integration of e-math textbooks as a part of a larger digital transition requiring
coordinated action across policy, infrastructure, and pedagogy.

The study undertaken by the OECD (2023, p. 143) [ib.] also notes, that although
digital textbooks are widely available in many countries, their procurement and integration
into educational systems differ substantially. In some countries, such as Hungary and
Turkey, digital textbooks are produced and distributed by government agencies. Similarly,
in Denmark, Finland, and Sweden, textbook procurement — including digital ones — is the
responsibility of the relevant sub-governmental authorities. In contrast, in countries like
Estonia, Austria, and Japan, private publishers develop both digital and physical textbooks,
which must satisfy legal and education quality standards.

3. Case Studies and National Experiences

3.1. Romania

Romania has made significant progress in the development and implementation of
digital textbooks. However, this process continues to be marked by multiple challenges.
Compared to other countries, the Romanian Ministry of Education establishes the
curricular framework, coordinates tender procedures, and approves textbooks, while the
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production is delegated to private publishers. In such way, printed or digital textbooks
developed by publishing houses in Romania must comply with the technical and
pedagogical requirements  imposed by the  Ministry of  Education
(https://www.edu.ro/manuale-scolare). In practice, digital textbooks are often expanded
and enhanced versions of printed textbooks, delivered in formats accessible to students and
teachers via official platforms or publishers’ own websites.

The most significant Romanian publishing houses that have digitised textbooks and
educational resources are listed below:

— Intuitext (https://www.intuitext.ro/), is an education company within the Softwin
group and one of the most innovative international producers of computer lessons. It is
specialised in interactive educational resources and create digital textbooks for several
subjects (mathematics, science, Romanian language).

— Art Digital (https://manualedigitaleart.ro/), is the part of the Art Editorial Group,
that promotes quality in education by publishing digital textbooks and auxiliary resources
in accordance with the requirements of the Ministry of Education. Its officially approved
textbooks can be accessed and used for free, along with various complementary
educational materials, available on the publishing house’s own platforms. It publishes for
several subjects, including foreign languages, history, mathematics, science.

— CD Press (https://cdpress.ro/), is a publishing house specialised in textbooks and
teaching aids that participated in the tenders organized by the Ministry of Education for
digital textbooks. Its digital textbooks can be accessed through the https://clasadigitala.ro/
platform.

— Corint  Educational (https://edituracorint.ro/educational/manuale-si-auxiliare/
manuale.html, is a part of the Corint Editorial Group that has digitised textbooks for various
subjects, including mathematics.

The level of interactivity (including media files, animations, exercises and other
features) and visual quality of the digital textbooks vary between publishing houses. We
believe that, while the Ministry of Education of Romania has taken significant steps to
promote digital textbooks, there is still a necessity to develop an integrated national
platform with interactive capabilities, as well as ongoing support for teachers’ professional
development, to ensure widespread and effective use of digital resources in schools.

3.2. Estonia

Estonia is widely recognised as a leading example in the digitalisation of education,
particularly in the development and implementation of digital textbooks. As reported by
the OECD (2023, p.143) [ib.], digital and physical textbooks are developed by private
vendors in Estonia. This represents a centralized model governed by national standards and
established by the Ministry of Education and Research. The most relevant platforms are:
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— e-koolikott (https://e-koolikott.ee/et) — a repository and search engine for
educational materials, supported by Ministry of Education and Research
(https://hm.ee/en/). The platform offers a wide range of content including e-textbooks,
exercises, worksheets, presentations, videos, tests, and other teaching resources (figure 2).

— Opiq ( https://www.opig.ee/) — a cloud-based learning environment that offers
fully digital textbooks from Estonian leading educational publishers.

In addition, Estonia provides both open and restricted access resources for teacher
professional development. These platforms typically provide two types of materials:
general education resources and materials aimed at enhancing teachers’ digital
competences (e.g., through the Education and Youth Board — Haridus- ja Noorteamet
(https://harno.ee/en/)).

EN~ Help ~ Enter

E A & ™ RIALID

Study materials Adding study material Content creation @ Register of educational literature

(= 0 0O >

VIDEO OR PRESENTATION GAME OR TEST, STUDY OR GUIDE KNOWLEDGE EXERCISE OR TEXTBOOK, LESSON PLAN SOURCE OF
ANIMATION SIMULATION PROJECT CONTROL WORKSHEET COURSE OR TEXT INFORMATION

( Empty the filter ) Textbook, course or text X

LINKS WITH THE CURRICULUM By Popularity

Search for a topic, subject, subject area or ct

» Pre-primary education (782)

arago | Sl | 1.2,3.4,5.6.7.8, 9. school class

¥ Basic edu

» Secondary edu n (9133)

*» Vocational education (960) | Digioppevaramu matemaatika materjalid

Figure 2. Digital repository e-koolikott, Estonia
[source: https://e-koolikott.ee/en/]

3.3. Finland

Interactive digital textbooks have been adopted and used in several OECD countries,
such as Finland, Korea, and the United States, based on the OECD (2023, p. 144) [ib.]. In
Finland, educational publishers like Sanoma Pro (sanomapro.fi) and Otava Oppimisen
Palvelut (oppiminen.otava.fi) offer a wide array of digital learning materials for all
subjects, including interactive digital textbooks enhanced with features like videos,
animations, self-assessments, and interactive exercises that complement the Finnish
curriculum.

3.4. Hungary

Hungary’s approach to developing digital learning resources and content is marked
by strong state control, with the Educational Authority acting as the primary textbook
publisher (OECD, 2023, p. 144) [ib.]. While this centralisation offers benefits in terms of
curricular coherence and equitable access, it may also limit the development of alternative
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pedagogical approaches. In this context, the contribution of Mozaik Education platform
(https://www.mozaweb.hu/) becomes particularly significant. As a key leading educational
company in Hungary’s EdTech sector and a recognised name on the international stage,
the company operates outside the state-controlled textbook system. Mozaik has
successfully developed a robust digital ecosystem (covering subjects like biology,
chemistry, physics, mathematics etc.) that is now widely used in schools, both within
Hungary and abroad.

3.5. France

In France, the development of digital textbooks is driven by both collaborative and
commercial initiatives. Lelivrescolaire.fr exemplifies an integrated and participatory
publishing model, involving teachers in the creation of innovative digital content. Projects
such as Sésamath (open-source mathematics resources) and M@ths en-vie (real-world
problem-solving tasks in digital format) illustrate how teachers lead the development of
accessible, practice-orientated materials. In parallel, commercial publishers such as
Hachette Education offer fully interactive digital textbooks, enriched with videos, quizzes,
mobile access, and offline functionality, combining technological innovation with
pedagogical support.

4. Conclusion

Referring to international research, this paper highlights both the significant potential
and the notable challenges of the digital transformation of mathematics textbooks in
education. A review of numerous studies indicates that DMTs represent a powerful yet
complex educational innovation. However, their effectiveness depends not only on
technological availability but also on pedagogical alignment, teacher readiness, and
systemic support. Successful adoption of digital textbooks in education requires teachers
to know how to integrate them meaningfully into instruction. Additionally, it demands
high-quality content, sustained professional development, and strategies that balance
innovation with educational purpose. The diversity of approaches across EU countries
reflects experimentation with both centralised and decentralised digitalisation models. An
important consideration is that DMTSs should be developed to align with national education
standards, linguistic diversity, and cultural contexts.
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Rezumat. In aceasti comunicare sunt aritate si amintite prin exemple, procedee ce contin utilizarea
proprietatilor monotoniei functiilor reale la rezolvarea ecuatiilor algebrice.
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SOME ASPECTS OF THE MONOTONY OF FUNCTIONS

IN SOLVING EQUATIONS
Abstract. In this communication, procedures that use the monotonicity properties of real functions to solve
algebraic equations are shown and mentioned through examples.
Keywords: algebraic equations, function, monotonicity of the function, strictly increasing function, strictly
decreasing function.

In timpul rezolvirii ecuatiilor algebrice se utilizeaza pe larg diverse proprietiti ale
functiilor elementare: marginirea, periodicitatea, paritatea, monotonia etc. [1, 2, 3, 4].

Proprietatea de monotonie se intalneste mai des, de exemplu, daca se cere de rezolvat
ecuatia de tipul f(x) = c,c € R si f(x) este o functie strict crescatoare (descrescatoare),
atunci functia poate primi valoarea c in cel mult un punct. Punctul respectiv, de regula, se
determina usor prin ghicire sau observare.

Aceeasi situatie avem, daca se cere de rezolvat ecuatia de tipul f(x) = g(x), unde
una dintre functiile f sau g este strict crescatoare, iar cealaltd este o functie strict
descrescatoare pe DV A al ecuatiei date. Deci, ecuatia f(x) = g(x) in cazul dat poate avea
cel mult o solutie, care de obicei se observa.

VVom ilustra aceste lucruri prin urmatoarele exemple.

Exemplul 1. Sa se rezolve ecuatia
V3x+1++vV2x—1="7(1).
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Solutie. In DVA = é ; +00) al ecuatia (1), membrul stang al ecuatiei date reprezinta o

functie strict crescatoare f(x) =+v3x+1++vV2x—1, ca sumd a doud functii strict
crescatoare, iar membrul drept al ecuatiei este o constantd. Prin urmare, exista cel mult o
valoarea lui x pentru care f(x) = 7. Usor de observat, ca pentru avem x = 5, avem v16 +

v/9 = 7, ceea ce este un adevir, deci x = 5 este unica solutie.
S ={5}.

Exemplul 2. Sa se rezolve ecuatia

Vx —24+Vx +2+2x2 —4 =6 —2x(2).

Solutie. In DV A al ecuatiei (2) x € [2; 3] (avand conditia ci si membrul din partea dreapta

a ecuatiei trebuie sa fie nenegativ). Membrul stang al ecuatiei date reprezintd o functie
strict crescdtoare, ca suma a trei functii strict crescatoare, iar membrul drept al ecuatiei este
o functie strict descrescatoare. Asadar, exista cel mult o solutie a acestei ecuatii.
Réamane de observat, cd x = 2 satisface aceasta ecuatie.
S ={2}.

Exemplul 3. Sa se rezolve ecuatia

150
3Jx2 — 9 + 6y/x2 — 16 + 3y/x% — 25 = —(3).
X

Solutie. Usor se observa ca ecuatiei (3) poate avea solitii doar pentru x € 5; +00). Pentru
x € 5;+00) membrul stang al ecuatiei date reprezinta o functie strict crescitoare, ca suma
de functii strict crescatoare, iar membrul drept al ecuatiei strict descrescatoare pe x €
5; +0). Prin urmare, ecuatia data are cel mult o solutie.
Réamane de observat ca x = 5 verifica ecuatia data.
S ={5}.

Exemplul 4. Sa se rezolve ecuatia
8* + 15* = 17*(4).
Solutie. Atat membrul din stanga al ecuatiei (4), cat si membrul din dreapta al ecuatiei (4)
reprezinta functii strict crescdtoare in DVA = R, ceea ce nu ne permite sd scoatem vreo
concluzie.
Daca impartim ambii termeni ai ecuatiei (4) la 17 # 0, se obtine ecuatia echivalenta

cu cea data
X

(@) +(3) =1
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Acum, membrul din stdnga al ecuatiei (5) reprezinta o functiei strict descrescatoare
pe R, ca suma de doua functii strict descrescatoare pe R, iar membrul din dreapta al ecuatiei
(5) reprezintd o constanta, si astfel ecuatia (5) are cel mult o solutie.

Se observa ca x = 2 verifica ecuatia (5), prin urmare x = 2 este unica solutie a
ecuatiei (5).

S ={5}.

Exemplul 5. Sa se rezolve ecuatia
(3x + 1) - 3¥°+*+4 = 81(6).

) . 1 : .. . g
Solutie. Evident, pentru x € —oo; —; ecuatia (6) nu are solutii (se utilizeazd semnul

. : 1 DA . e
functiei exponentiale). Pentru x € (5 ; +00) membrul din stdnga ecuatiei (6) reprezintd o
functie strict crescatoare, ca produs a doua functii strict crescatoare si pozitive, iar membrul
din partea dreapta al ecuatiei (6) este o constantd. Prin urmare, avem cel mult o solutie a

ecuatiel (6) si usor se observa ca aceasta solutie este x = 0.
S ={0}.

Exemplul 6. Sa se rezolve ecuatia
2* =9 —log; x (7).
Solutie. in DVA = (0; +) al ecuatiei (7), membrul din stanga al ecuatiei (7) reprezinti o
functie strict crescatoare, iar membrul din dreapta al ecuatiei (7) este o functie strict
descrescatoare. Urmeaza, ca ecuatia (7) poate avea cel mult o solutie. Ramane de observat
ca x = 3 verifica ecuatia (7).
S ={3}.
in urmitorul exemplu vom utiliza proprietatea functiilor strict monotone: valorilor
diferite ale argumentelor functiei le corespunde valori diferite ale functiei, si reciproc,

valorilor diferite ale functiei le corespund valori diferite ale argumentelor functiei.

Exemplul 7. Sa se rezolve ecuatia
(3x — 1) (1 +/9x2 — 6x +3) + (2x — 4) (1 +y/4x? — 16x +18) = 0(8).

Solutie. in DVA = R ecuatiei (8) se poate scrie in forma

(3x—1)(1+\/9x2—6x+1+2)=—2(x—2)(1+\/4(x2—4x+4)+2)<:>

& Bx—1) (1 +/Bx— 1%+ 2) = —2(x —2) <1 + J(—Z(x —2))" + 2) (9).
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Consideram functia f: R = R, f(t) = t(l +Vt? + 2). Deoarece derivata functiei f

, t2 . . . . .
estef'(t) =1+Vt?2+2+ N 0, pentru orice t € R, rezulta ca f este o functie strict

crescatoare pe R.

Atunci din (9), urmeaza f(3x — 1) = f(—2(x — 2)). Si deoarece feste o functie
strict crescatoare, utilizind proprietatea functiilor strict monotone, avem 3x — 1 =
—2(x — 2), de unde x = 1 si ea este unica solutie.

S ={1}.

Procedee aratate in aceasta comunicare pot fi aplicate de asemenea si la rezolvarea
diferitor inecuatii algebrice.
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Rezumat. In articolul pe care il voi prezenta, voi expune diferite tipuri de probleme de cercetare
matematicd, cu grad diferit de complexitate si dificultate, care ajuta la dezvoltarea abilitatilor la elevii din
ciclul gimnazial de invatamant.

Cuvinte cheie: dezvoltarea abilitatilor la elevi, probleme de cercetare matematica.

STUDYING MATHEMATICS IN MAINSTREAM EDUCATION

BY RESEARCHING DIFFERENT TYPES OF PROBLEMS

Abstract. In the article I will present, | will present different types of mathematical research problems, with
varying degrees of complexity and difficulty, which help develop skills in middle school students.
Keywords: developing students' skills, mathematical research problems.

1. Introducere

Este foarte important sd cdutdm noi mijloace care sd favorizeze dezvoltarea elevilor
cu ajutorul matematicii si a mecanismelor de includere a matematicii in procesul
educational.

Principalele obiective ale educatiei matematice sunt pregatirea elevilor pentru:

» comunicarea si rationarea cu notiuni matematice;

» utilizarea matematicii cu incredere, acuratete si eficientd pentru a rezolva probleme;

» aprecierea si pretuirea matematicii;

» sa faca legaturi intre cunostintele si abilitatile matematice si aplicatiile acestora;

> sa se angajeze sa invete pe tot parcursul vietii sale;

» sa devina cetateana ,,alfabetizat matematic”, folosind matematica pentru a contribui
la societate si pentru a gandi critic despre lume.
Elevii care au indeplinit aceste obiective vor:

> obtine intelegerea si aprecierea contributiilor matematicii ca stiinta, filozofie si arta;

» manifesta o atitudine pozitiva fata de matematica,

> sd se angajeze si sa persevereze in sarcini si proiecte matematice;

» contribui la discutii matematice in oricare context scolar sau/si social;

» sd-si asume riscuri 1n indeplinirea sarcinilor matematice;

» manifesta curiozitate in rezolvarea de probleme din viata de zi cu zi.
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Fiecare pas al cadrului didactic facut alaturi de elevul sau, inducandu-i si
introducandu-i diferite tehnici si modele de lucru, dezvolta abilitati practice, stiintifice si
chiar personale.

Gradul de complexitate a unei probleme de matematica este un concept introdus de
autor pentru a determina la elevii (claselor V-VIII) nivelul competentelor de cercetare in
procesul de studiere a matematicii.

Astfel, tindnd cont de experienta noastra, formulam principiile de baza care tin de
conceptul respectiv:

C1l. Complexitatea unei probleme de matematica este stabilita de autor, in functie de
propria viziune si experienta si presupune realizarea unui numar finit de Etape
obligatorii care trebuie sa le parcurga elevul in procesul de rezolvare (cercetare) a
unei probleme de matematica.

C2. Fiecare Etapd rezolvatd, in procesul de solutionare a unei probleme, determind un
anumit nivel ori grad de complexitate a problemei.

C3. Numarul de Etape parcurs, in viziune diferitor profesori ori in functie de metoda de
rezolvare, abordata de elev, poate fi diferit, dar rezultatul final in mod obligatoriu este
acelasi.

C4. Gradul final de complexitate a problemei este determinat de profesor in functie de
numarul de Etape (operatiunile matematice, care trebuie parcurse).

C5. Conceptul de complexitate, In opinia noastrd, este importantd pentru a putea
cuantifica competentele de cercetare a elevilor din gimnaziu si a fi in stare sa se faca
anumite comparatii intre nivelul de pregatire a elevilor
Problemele de matematica examinate mai jos au fost divizate in functie de

complexitatea lor.

2. Modele de probleme. Determinarea gradului de complexitate a problemei

Mai jos vom examina etapele rezolvarii problemelor respective si vom stabili gradul
de complexitate luand in considerare cele mentionate mai sus.
Problema 1. Maria merge in tabara de vara alaturi de colegii ei, pentru o sdptamana, in
Parcul National Defileul Jiului, tabara are o capacitate maxima pentru 10 fete si 10 baieti,
in fiecare camera fiind 2 cazati. Asezarea destinata copiilor se intinde pe o suprafata de 2
km. In prima zi viziteazi locurile inconjuritoare taberei alituri de insotitorul grupului.
Fiind o zond muntoasa rocile au deviat atractia grupului, iar Maria a devenit interesata de
structura si felul rocilor din zona. In bagajul sau exista o lupa pe care a folosit-0 pentru a
observa orice detaliu legat de roca sau specificul acesteia, in acest fel au fost descoperiti
lichenii. Descoperirile au continuat, lichenii se aflau pe rocile din apropierea apei. La o
suprafata de 500 m se gasesc intre 50 si 150 de roci, o fata strange intre 20 si 80 de roci,
iar un baiat intre 35 si 120.
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a) Cati elevi sunt in tabara, daca in doua camere este cazata o singura persoana?

b) Care este numarul maxim de roci care contin licheni, divizibil cu 45, pe care l-au
putut obtine copiii?

c) Dar numarul minim de roci care contin licheni divizibil cu 12?

d) Cate este numarul minim de aranjamente pe care il pot realiza folosind cate 5 roci(o
rocd poate fi divizatd Tn maxim doud bucati)? Dar numarul maxim? Nu conteaza tipul
lichenilor saxicoli.

Rezolvare.
a) Conform datelor din problema avem:

Cum fiecare camera admite doud persoane, atunci avem 5 camere pentru fete si 5
camere pentru baieti.

Cum in problema este specificat faptul cd avem doud camere cu o singura persoana,
atunci 8 camere sunt ocupate complet, iar in doud camere avem doua persoane, de unde
deducem ca avem in tabara 9 fete si 9 baieti.

Daca ar fi fost doua fete ar fi ramas, o camera libera, daca ar fi fost doi baieti ar fi
fost la fel, ar fi rimas o camera libera, deoarece ar fi fost cazati in aceeasi camera. Rezulta
cd cei doi ocupanti ai camerelor sunt o fata si un baiat.

b) O fata poatd sd strangd maxim 80 de roci care contin licheni, cum numarul fetelor
participante este de 9, rezulta:
9*80=720 roci adunate de fete de pe o suprafata de 500 de m.
Un baiat poata sa strangd maxim 120 de roci care contin licheni, cum numarul baietilor
participanti este de 9, rezulta :
9*120=1080 roci adunate de baieti de pe o suprafata de 500 de m.
Numarul total al rocilor care contin licheni colectate intr-0 zi este:
720+1080=1800 roci care contin licheni de pe o suprafatda de 500 de m.

Numarul total al rocilor care contin licheni colectate intr-o zi de pe intreaga suprafata a
intinderii taberei este:

1800*4=7200 roci care contin licheni de pe o suprafata de 2 km (lungimea taberei).
Numarul total de roci colectate pe perioada taberei este:

7*7200=50400 roci care contin licheni colectate intr-o saptamana de pe o suprafata.
Cautam un numar divizibil cu 45, din teorie stim cd acesta este un numar compus, deci
trebuie sa fie un numar simultan divizibil si cu 5, dar si cu 9.

Verificam numarul maxim pe care 1-am determinat daca indeplineste conditia ceruta:

- 50400 este un numar divizibil cu 5, deoarece ultima cifra este 0.

- 50400 este un numar divizibil cu 9, deoarece suma cifrelor numarului 1800 este un
numar multiplu de 9.

Deducem ca numarul cautat este 50400 de roci care contin licheni.
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c) O fatd poatd sd strdngd minim 20 de roci care contin licheni, cum numarul fetelor
participante este de 9, rezulta :
9*20=180 roci adunate de fete de pe o suprafata de 500 de m.
Un baiat poatd sd strdngd minim 35 roci care contin licheni, cum numarul baietilor
participanti este de 9, rezulta:
9*35=315 roci adunate de baieti de pe o suprafata de 500 de m.
Numarul total al rocilor care contin licheni colectate intr-0 zi este:
180+315=495 roci care contin licheni de pe o suprafata de 500 de m.
Numarul minim al rocilor care contin licheni colectate intr-0 zi de pe intreaga suprafata a
intinderii taberei este:
495*4=1980 roci care contin licheni de pe o suprafata de 2 km (lungimea taberei).
Numarul total minim de roci colectate pe perioada taberei este:
7*1980=13860 roci care contin licheni colectate intr-o sdptamana de pe o suprafata.
Cautam un numar divizibil cu 12, din teorie stim ca acesta este un numar compus,
deci trebuie sa fie un numar simultan divizibil si cu 3, dar si cu 4.
Verificim numarul maxim pe care 1-am determinat daca indeplineste conditia ceruta:
- 13860 este un numar divizibil cu 3, deoarece suma cifrelor este multiplu de 3.
- 13860 este un numar divizibil cu 4, deoarece ultimele doua cifre ale numarului sunt
multiplu de 4.
Deducem ca numarul minim cautat este 13860 de roci care contin licheni.
a) Dupa natura substratului pe care traiesc lichenii pot fi:
- Saxicoli: Cresc pe stanci. Aceasta categorie se subdivide, la randul ei, in:
- Endolitici: Cresc in interiorul rocilor.
- Epilitici: Cresc pe suprafata rocilor.
De la orele de biologie elevii cunosc natura rocilor, aga cum am descris-0 mai sus.
Pentru a realiza aranjamentele, elevii au luat toate rocile, le-au pus laolalta si au obtinut:
- numarul minim de aranjamente este:
1) Pentru numarul minim de roci, 13860, numarul de aranjamente este: 13860 : 5 = 2772
de aranjamente;
2) Pentru numarul minim de roci, 50400, numarul de aranjamente este: 50400 : 5 =
10080 de aranjamente.
Numarul minim de aranjamente este cuprins intre 2772 si 10080.
- numarul maxim de aranjamente este:
1) Pentru numarul minim de roci, 13860, numarul de aranjamente este: (13860%2) : 5 =
5544 de aranjamente;
2) Pentru numarul minim de roci, 50400, numarul de aranjamente este: (50400%2) : 5 =
20160 de aranjamente.
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Numarul maxim de aranjamente este cuprins intre 5544 si 20160 (deoarece fiecare roca se

imparte in doua parti).
Tabelul 1. Analiza problemei din perspectiva gradului de complexitate

Etape Operatii matematice Grad de dificultate

Etapa 1. | Alcatuirea modelului matematic Realizarea Etapei I, care consta in elaborarea
10f+10b=20elevi modelului matematic va fi considerata ca
(10-1)f+(10-1)b=18 elevi depasirea gradului I de dificultate (doud operatii

logice)

Etapa 2. | Aflarea numarului de roci care contin | Aflarea numarului total de roci care contin
licheni licheni (Etapa 2) obtinute denota depasirea
9*80=720 roci adunate de fete nivelului 11 ori gradului Il de dificultate

9*120=1080 roci adunate de baieti
720+1080=1800 roci colectate intr-0
zi de pe o suprafata de 500 m
Analog si la minim
Etapa 3. | Identificarea faptului ca: Identificarea faptului ca
1800*4=7200 roci care contin . 50400:9 ST .
licheni de pe o suprafa;é’ 1e 2 50_400 : 4-5 {5 0400 : 5 denota.r-eahzarea Etapei 3,
km (lungimea taberei) ori depasirea gradului Il de dificultate
7*7200=50400 maximul de roci care
contin licheni colectate intr-0
saptamanad
. 50400:9
50400 45 {200
Analog si la minim

Etapa 4. | Scrierea raspunsului corect Realizarea Etapei 4 denota depasirea nivelului IV
Numarul minim de aranjamente este | ori gradului 4 de dificultate
cuprins intre 2772 si 10080.

Numarul maxim de aranjamente este
cuprins intre 5544 si 20160.

In procesul de desfasurare a experimentului pedagogic se va stabili cte procente de
elevi din clasa experimentala si clasa de control vor parcurge fiecare din etapele punctate

mai sus:
Rezultatul Gradul de complexitate Procente
N1 elevi au trecut Etapa 1 Gradul | de complexitate P1%
N2 elevi au trecut Etapa 2 Gradul Il de complexitate P2 %
N3 elevi au trecut Etapa 3 Gradul 111 de complexitate P3%
N4 elevi au trecut Etapa 4 Gradul 1V de complexitate P4 %
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Rezumat. In aceastd lucrare se propune utilizarea mediului Maple pentru rezolvarea unei probleme de
geometrie analiticd pornind de la 4 puncte necoplanare din spatiul euclidian tridimensional. Rezolvarea
clasica pentru majoritatea cerintelor problemei necesita aplicarea aceleiasi formule de mai multe ori,
pierzandu-se astfel foarte mult timp. Din acest motiv, propunem un exemplu de rezolvare automata a
cerintelor propuse, folosind mediul Maple.
Cuvinte cheie: linie, distanta, plan, Maple.

A 4-POINT NON-COPLANAR PROBLEM SOLVED IN MAPLE
Abstract. This paper proposes the use of the Maple environment for solving an analytical geometry
problem starting from 4 non-coplanar points in three-dimensional Euclidean space. The classical solution
for most of the problem’s requirements involves applying the same formula multiple times, thus wasting a
lot of time. For this reason, we propose an example of automatic solution for the proposed requirements,
using the Maple environment.
Keywords: straight line, distance, plane, Maple.

Introducere

In ultimii ani se pune accent din ce in ce mai mult pe folosirea calculatorului in toate
domeniile. In ceea ce priveste predarea matematicii, s-a constatat ca utilizarea de aplicatii
specializate ii face pe studenti sa inteleagd mai repede si mai usor notiunile predate.
Referindu-ne la disciplina Geometrie analitica si computationald, aplicatiile cum ar fi
Maple, permit, pe langa rezolvarea problemelor matematice, si realizarea de grafice
sugestive, materia devenind astfel mai atractiva pentru studenti.

In ceea ce urmeazi vom considera 4 puncte necoplanare din spatiul euclidian
tridimensional si vom rezolva mai multe cerinte. Pentru partea teoreticd se pot consulta
resursele [1],[2], in aceasta lucrare prezentandu-se doar rezolvarea folosind Maple.

Problema propusa
Se considera punctele necoplanare A1(1,1,1) , A2(-1,2,3), Az(0,2,4) si As(2,-3,1).
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Vom folosi pachetul geom3d din mediul Maple:
with(geom3d);
VVom crea cele 4 puncte si le vom salva intr-o lista denumita puncte, pentru a le

putea utiliza ulterior:
lista_coord :=[[1, 1, 1], [-1, 2, 3], [O, 2, 4], [2, -3, 1]];

creeaza_puncte = proc(lista_coord)

local i, puncte, nume punct,

puncte == [ |;

forito4 do
nume _punct = cat(A,1i);
point(nume_punct, op (lista_coord[i]));
puncte == [ op(puncte), eval( nume_punct) |;

end do;
return puncte,
end proc:
Apel procedura:
puncte := creeaza_puncte(lista_coord);
Rezultat:
puncte := [Al, A2, A3, A4]

Cerinte:

1) Sa se determine cate drepte se pot forma cu cele 4 puncte.
Cele 4 puncte determina C} = 6 drepte.
Notam cu djj dreapta ce trece prin punctele Ai si A;.
Construim cele 6 drepte cu ajutorul procedurii:

construieste_drepte := proc( puncte :: list)
locali,j, pi, pj, nume_dreapta;
forito3 do
forjfromi + 1 to4 do
pi == puncte[i];
pj = punctel j;
nume_dreapta == cat(d, i,j);
line(nume_dreapta, [pi,pj]);
printf ("Dreapta d%d%d definita de punctele %a si %a\n", 7, j, pi, pj ) ;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura.
construieste_drepte(puncte);

Rezultat:
Dreapta d12 definita de punctele Al si A2
Dreapta d13 definita de punctele Al si A3
Dreapta d14 definita de punctele Al si A4
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Dreapta d23 definita de punctele A2 si A3
Dreapta d24 definita de punctele A2 si A4
Dreapta d34 definita de punctele A3 si A4
2) Sa se stabileasca pozitiile relative ale dreptelor ce se pot forma cu ajutorul celor 4
puncte (paralele, perpendiculare, secante, necoplanare).

clasifica_drepte = proc( puncte :: list)
locali,j, k, I, dij, dkl;
forifrom 1 to3 do
forj fromi + 1 to4 do
for kfromito3 do
for /fromk + 1 to4 do
if (i # korj <) then
dij = eval(cat(d,i,j));
dkl == eval(cat(d, k,1));
if AreParallel(dij, dkl) then
printf ("Dreptele d%d%d si d%d%d sunt paralele\n", i, j, k, 1) ;
elif ArePerpendicular(dij, dkl) then
printf ("Dreptele d%d%d si d%d%d sunt perpendiculare\n", , , &, [ ) ;
elif AreCoplanar(dij, dkl) then
printf ("Dreptele d%d%d si d%d%d sunt secante\n", i, , k, [ ) ;
else
printf ("Dreptele d%d%d si d%d%d sunt necoplanare\n", i, j, k, 1) ;
end if;
end if;
end do;
end do;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura:
clasifica_drepte(puncte);

Rezultat:
Dreptele d12 si d13 sunt secante
Dreptele d12 si d14 sunt secante
Dreptele d12 si d23 sunt perpendiculare
Dreptele d12 si d24 sunt secante
Dreptele d12 si d34 sunt necoplanare
Dreptele d13 si d14 sunt secante
Dreptele d13 si d23 sunt secante
Dreptele d13 si d24 sunt necoplanare
Dreptele d13 si d34 sunt secante
Dreptele d14 si d23 sunt necoplanare
Dreptele d14 si d24 sunt secante
Dreptele d14 si d34 sunt secante
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3)

Dreptele d23 si d24 sunt secante
Dreptele d23 si d34 sunt secante
Dreptele d24 si d34 sunt secante
Sa se construiasca planele determinate de cele 4 puncte necoplanare.

construieste_plane := proc( puncte :: list)
local i, j, k, n, pi, pj, pk, nume_plan;
forito2 do
forj fromi + 1to3 do
for kfrom; + 1 to4 do
pi = puncte[i];
pj = punctel j|;
pk == puncte[ k];
nume_plan = cat( P, 1,j,k);
plane(nume_plan, [ pi, pj, pk]);
printf ("Planul %s determinat de punctele %a, %a si %a\n",
convert(nume_plan, string), pi, pj, pk);
end do;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura:

construieste_plane(puncte);

Rezultat:

Planul P123 determinat de punctele A1, A2 si A3
Planul P124 determinat de punctele A1, A2 si A4
Planul P134 determinat de punctele Al, A3 si A4
Planul P234 determinat de punctele A2, A3 si A4

4) Sa se calculeze distanta de la un punct la o dreapta pentru toate situatiile posibile.

distante_puncte_la_drepte := proc( puncte :: list)
local i, j, k, pi, pj, pk, d, dist;
forito4 do
pi = puncte[i];
forjto3 do
for kfrom; + 1 to4 do
ifi #jandi # k then
pj = puncte[ j1;
pk = puncte| k]; d ='d",
d = eval(cat(d,j, k));
dist :== distance(pi,d);
printf ("Distanta de la punctul A%d la dreapta d%d%d este %.3f\n", i, j, k, dist);
end if;
end do;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura:

distante_puncte_la_drepte(puncte);
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Rezultat:
Distanta de la punctul Al la dreapta d23 este 3.000
Distanta de la punctul Al la dreapta d24 este 1.755
Distanta de la punctul Al la dreapta d34 este 2.065
Distanta de la punctul A2 la dreapta d13 este 1.279
Distanta de la punctul A2 la dreapta d14 este 2.623
Distanta de la punctul A2 la dreapta d34 este 1.405
Distanta de la punctul A3 la dreapta d12 este 1.414
Distanta de la punctul A3 la dreapta d14 este 3.087
Distanta de la punctul A3 la dreapta d24 este 1.405
Distanta de la punctul A4 la dreapta d12 este 3.606
Distanta de la punctul A4 la dreapta d13 este 3.838
Distanta de la punctul A4 la dreapta d23 este 6.124
5) Sa se calculeze distanta de la un punct la un plan pentru toate situatiile posibile.

distante_puncte la_plane := proc( puncte :: list)
locali,j, k [, pi, plan_nume, dist,
forito4 do
pi :== puncte[i];
forjto2 do
for kfrom; + 1 to 3 do
for/fromk + 1 to4 do
ifi # jand i # kand i # [ then
plan_nume = cat(P,j, k. 1)
if assigned( plan_nume) then
dist := distance(pi, eval( plan_nume) );
printf ("Distanta de la punctul %s la planul %s este
%.4f\n", pi, convert( plan_nume, string),
evalf (dist) );
else
printf ( "Planul %s nu este definit'n",
convert( plan_nume, string) );
end if;
end if;
end do:
end do;
end do;
end do:
end proc:

Apel procedura:
distante_puncte_la_plane(puncte);
Rezultat:
Distanta de la punctul Al la planul P234 este 1.7321
Distanta de la punctul A2 la planul P134 este 1.1785
Distanta de la punctul A3 la planul P124 este 1.3868
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6) Sa se calculeze distanta dintre doua drepte pentru toate situatiile posibile.

Distanta de la punctul A4 la planul P123 este 3.5355

distante_drepte = proc( puncte :: list)
locali,j, k, [,dl,d2,dist,
forito3 do
forjfromi + 1 to4 do
for k fromi + 1to3 do
for /fromk + 1 to4 do
ifi # kand i # /andj # kandj # [ then
dl == eval(cat(d,i,j));
d2 == eval(cat(d, k1) );
dist = distance(dl,d2);
printf ("Distanta dintre dreptele d%d%d si d%d%d este %.40\n", i, J, k, [,
evalf (dist) );
end if;
end do;
end do;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura:

Rezultat:

distante_drepte(puncte);

Distanta dintre dreptele d12 si d34 este 1.3868
Distanta dintre dreptele d13 si d24 este 1.0067
Distanta dintre dreptele d14 si d23 este 2.6112

7) Sa se determine masura unghiurilor dintre doua drepte pentru toate situatiile posibile.

unghi_2drepte = proc( puncte :: list)
locali,j, k,[,dl,d2,u rad,u_ deg, grade, minute, secunde;,
forito3 do
forjfromi + 1to4 do
for kfromi to 3 do
for/fromk + 1 to4 do
if (i # k orj <) then
dl == eval(cat(d,i,j));
d2 == eval(cat(d, k1)),
u_rad = FindAngle(dl,d2);
u_deg = evalf (180 * u_rad/Pi);
grade = trunc(u_deg);
minute == trunc(60 * (u_deg — grade) );
secunde = round(3600 * (u_deg — grade — minute/60));
printf ("Unghiul dintre d%a%a si d%a%a este %d° %d' %d"\n",
i,J, k, [, grade, minute, secunde)
end if;
end do;
end do;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura:
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unghi_2drepte(puncte);
Rezultat:

Unghiul dintre d12 si d13 este 25° 14' 22"
Unghiul dintre d12 si d14 este 60° 58' 58"
Unghiul dintre d12 si d23 este 90° 0' 0"
Unghiul dintre d12 si d24 este 35° 47' 45"
Unghiul dintre d12 si d34 este 35° 47' 45"
Unghiul dintre d13 si d14 este 68° 33" 12"
Unghiul dintre d13 si d23 este 64° 45' 38"
Unghiul dintre d13 si d24 este 46° 46' 59"
Unghiul dintre d13 si d34 este 38° 30' 7"
Unghiul dintre d14 si d23 este 80° 7' 30"
Unghiul dintre d14 si d24 este 25° 11' 14"
Unghiul dintre d14 si d34 este 30° 3' 4"
Unghiul dintre d23 si d24 este 83° 24' 48"
Unghiul dintre d23 si d34 este 83° 24' 48"
Unghiul dintre d24 si d34 este 13° 10' 25"

8) Sa se calculeze unghiul dintre o dreapta si un plan pentru toate situatiile posibile.

unghi_dreapta_plan = proc( puncte :: list)
locali,j, k, I,m,d_obj,p obj,d name,p name,
local d_indices, p_indices, common_pts;
localu_rad,u_deg, grade, minute, secunde,

forito3 do
forjfromi + 1 to4 do
d_name = cat(d,i,j);
d_obj = eval(d_name);
for kto2 do
for/fromk + 1 to 3 do
for mfrom/ + 1 to4 do
p_name = cat(P, k,[,m);
p_obj == eval(p_name);
d_indices = {i,j};
p_indices = {k,I,m};
common_pts = nops(d_indices intersect p_indices);
if common_pts=1 then
u_rad = abs(FindAngle(d _obj,p _obj));
u_deg = evalf (180 * u_rad/Pi);
grade = trunc(u_deg);
minute = trunc(60 * (u_deg — grade) );
secunde := round (3600 * (u_deg — grade) — 60 * minute),
printf ("Unghiul dintre d%d%d si P%d%d%d este %d° %d' %d"n",
i,J, k, 1, m, grade, minute, secunde)
end if;
end do;
end do;
end do;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura:
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Rezultat:

9) Sa se calculeze unghiurile dintre doua plane pentru toate situatiile posibile.

unghi_dreapta_plan(puncte);

Unghiul dintre d12 si P134 este 23° 7' 52"
Unghiul dintre d12 si P234 este 35° 15' 52"
Unghiul dintre d13 si P124 este 24° 42' 58"
Unghiul dintre d13 si P234 este 31° 28' 56"
Unghiul dintre d14 si P123 este 59° 2' 10"
Unghiul dintre d14 si P234 este 24° 50' 24"
Unghiul dintre d23 si P124 este 78° 41' 24"
Unghiul dintre d23 si P134 este 56° 26' 34"
Unghiul dintre d24 si P123 este 34° 59' 51"
Unghiul dintre d24 si P134 este 11° 1' 18"
Unghiul dintre d34 si P123 este 34° 59' 51"
Unghiul dintre d34 si P124 este 13° 0' 2"

unghi_Zplane := proc( puncte :: [ist)
locali,j, k, I, m, n;
localp! name,p2 name,pl obj, p2 oby;
local indices |, indices2, common_pts;
local u_rad,u deg, grade, minute, secunde;

forito2 do
forjfromi + 1to3 do
for kfrom; + 1 to4 do
pl_name = cat(P,i,j,k);
pl_obj = eval(pl_name);
indicesl = {i,j, k};
for/to2 do
for mfrom/ + 1 to3 do
forn fromm + 1 to4 do
p2_name = cat(P,l,m,n);
p2_obj = eval(p2 name);
indices2 = {l,m,n};
common_pts = nops (indicesl intersect indices?2);
if common_pts < 3 and (i <lorj <mork <n) then
u_rad = FindAngle(pl_obj,p2 obj);
u_deg = evalf (180 *u_rad/Pi);
grade = trunc(u_deg);
minute = trunc(60 * (u_deg — grade) );
secunde = round(3600 * (u_deg — grade) — 60 * minute);
printf ("Unghiul dintre P%d%d%d si P%d%d%d este %d° %d' %d"n",
i,J,k, I, m,n, grade, minute, secunde)
end if;
end do;
end do;
end do;
end do;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura:
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unghi_2plane(puncte);
Rezultat:
Unghiul dintre P123 si P124 este 78° 41' 24"
Unghiul dintre P123 si P134 este 67° 6' 53"
Unghiul dintre P123 si P234 este 35° 15' 52"
Unghiul dintre P124 si P134 este 26° 41' 39"
Unghiul dintre P124 si P234 este 80° 47' 8"
Unghiul dintre P134 si P234 este 57° 1' 16"
10) Sa se calculeze ariile triunghiurilor determinate de cele 4 puncte.
arii_triunghiuri == proc( puncte :: list)
local i, j, k, pi, pj, pk, nume_triunghi, arie;
forito2 do
forjfrom: + 1 to3 do
for kfrom; + 1 to4 do
pi == puncte[i];
pj = puncte[ j];
pk == puncte| k];
nume_triunghi = cat(T,1,J,k);
triangle( nume_triunghi, [ pi, pj, pk]);
arie == evalf (area(nume_triunghi) );
printf ("Triunghiul %a cu varfurile A%d, A%d, A%d are aria %.4f\n",
nume_triunghi, i, j, k, arie);
end do;
end do;
end do;
end proc:

Apel procedura:
arii_triunghiuri(puncte);

Rezultat:
Triunghiul T123 cu varfurile A1, A2, A3 are aria 2.1213
Triunghiul T124 cu varfurile A1, A2, A4 are aria 5.4083
Triunghiul T134 cu varfurile A1, A3, A4 are aria 6.3640
Triunghiul T234 cu varfurile A2, A3, A4 are aria 4.3301

11) Sa se calculeze volumul tetraedrului generat de cele 4 puncte.

volum_tetraedru := proc( puncte :: list)
local vol;
gtetrahedron(T1234, [ op( puncte) |);
vol = evalf (volume(T1234));
printf ("Volumul tetraedrului este: %.4f\n", vol) ;
end proc:

Apel procedura:
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volum_tetraedru(puncte);
Rezultat:
Volumul tetraedrului este: 2.5000
12) Reprezentari grafice:
a) Reprezentarea punctelor (Figura 1):
— draw(puncte)
b) Reprezentarea dreptelor (Figura 2):
— draw({d12, d13, d14, d23, d24, d34})
c) Reprezentarea planelor (Figura 3):
— draw({P123, P124, P134, P234})
d) Reprezentarea tetraedrului format cu cele 4 puncte (Figura 4):
— draw({P123, P124, P134, P234})

/
/
/
/
/

Figura 1. Reprezentarea punctelor Figura 2. Reprezentarea dreptelor

Figura 3. Reprezentarea planelor Figura 4. Reprezentarea tetraedrului
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Concluzii

Mediul de programare Maple este un rezolvitor de probleme. In ceea ce ne priveste
pe noi, din punctul de vedere al geometriei analitice si vectoriale, Maple ofera, printre
multe altele, o solutie rapida pentru rezolvarea numericd a problemelor de geometrie
analitica, dar mai ales permite reprezentarea figurilor geometrice in sistemul de axe de
coordonate. Acest mediu de programare este flexibil si usor de utilizat.

In aceasti lucrare s-au prezentat citeva programe Maple care sunt utile pentru studiul
notiunilor legate de puncte, drepte, plane si care pot ajuta studentii sa inteleagd mai bine
notiunile teoretice.
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Rezumat. Cercetarea propusd este dictatd de situatia actuald din Republica Moldova. Alfabetizarea
informationala si media (AIM) este un domeniu relativ recent, iar dezvoltarea competentelor in acest
domeniu devine tot mai importantd fiind dictatd de fluxul de informatie, care, la fel, este in crestere.
Pandemia, razboiul din Ucraina, alegerile parlamentare sunt doar citeva motive intemeiate pentru
dezvoltarea gandirii critice si rezistenta la dezinformare In randul cetatenilor. Nivelul scazut de alfabetizare
informationala si media pune in pericol principiile democratice si reprezinta un risc sporit pentru securitatea
nationala. In articol sunt scoase in evidenta impactul Al in detectarea dezinformarii.

Cuvinte cheie: dezinformare, malinformare, misinformare, stiri false, deepfake, retele de socializare, mass-

media, social media, alfabetizare informationala si media.

ANALYSIS OF THE DISINFORMATION PHENOMENON
IN THE REPUBLIC OF MOLDOVA FROM A SOCIAL

AND TECHNOLOGICAL PERSPECTIVE

Summary. The proposed research is driven by the current situation in the Republic of Moldova. Media and
Information Literacy (MIL) is a relatively recent field, and the development of competencies in this area is
becoming increasingly important, driven by the growing flow of information, which is also on the rise. The
pandemic, the war in Ukraine, and parliamentary elections are just a few well-founded reasons for fostering
critical thinking and resilience to disinformation among citizens. The low level of media and information
literacy poses a threat to democratic principles and represents an increased risk to national security. The
article emphasizes the impact of Al in detecting disinformation

Keywords: disinformation, malinformation, misinformation, fake news, deepfake, social networks, mass
media, social media, media and information literacy.

Stirile false au un impact semnificativ asupra societatii, afectand, de regula, cele mai
vulnerabile grupuri de populatie: tandra generatie si varstnicii [1]. Statisticile aratd ca
perioada 2016 - 2025 a fost cea mai afectati de fenomenul dezinformarii. in era digitala,
accesul rapid la informatie nu garanteaza si veridicitatea acesteia, ceea ce face ca
dezinformarea sd devind un fenomen periculos. Tinerii, fiind utilizatori activi ai retelelor
sociale, sunt expusi zilnic la stiri neverificate, ceea ce le poate influenta opiniile si

comportamentele. In acelasi timp, persoanele varstnice, avand o experienta digitald mai
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limitata, sunt adesea victime ale manipuldrii informationale, ceea ce poate duce la
raspandirea neintentionata a dezinformarii.

In prezent, mass-media utilizeaza o varietate de termeni pentru a descrie fenomenul
raspandirii stirilor false, cum ar fi: malinformare, misinformare, dezinformare, jurnalism
galben sau presa galbena, fake news, propaganda, manipulare, influencer, blogger, vliogger
etc. [2, 3, 4].

Incepand cu anul 2008 se utilizeazi un nou termen alfabetizare informationald si
media, introdus de UNESCO, care se referd la competente de analizd a continuturilor
bibliotecilor, informatiilor mass-media si stirilor din mediul online.

Analizand cadrul legal al Republicii Moldova privind accesul la informatie si
protectia cetatenilor contra dezinformadrii se poate afirma ca acesta este unul complex, in

continud modificare, gratie schimbarilor care au loc in cadrul legal international (tab. 1).

Tabelul 1. Acte normative ale Republicii Moldova privind asigurarea accesului la
informatie pentru cetateni si contracararea fenomenului de dezinformare

(articolele mentionate servesc drept exemplu si nu limiteaza aplicarea actului normativ
pentru combaterea dezinformarii pe alte articole componente).
Act normativ ‘ Reglementare
Constitutia Republicii Articolul 32. Libertatea opiniei si a exprimarii;
Moldova [5] Articolul 34. Dreptul la informatie;
1) asigurarea dreptului la informatii corecte si obiective;

2) dreptul la formarea libera a opiniilor;
3) garantarea dreptul la independenta editoriala si libertatea de

exprimare;
4) asigura independenta autoritatii de reglementare in domeniul
Codul serviciilor media serviciilor media audiovizuale;
audiovizuale al 5) asigurd independenta organelor de supraveghere a activitatii
Republicii Moldova [6] furnizorilor publici de servicii media;

6) asigura, mentine si dezvolta pluralismul audiovizual,

7) asigura protectia si dezvoltarea spatiului audiovizual national.
Nota. De mentionat ca prezentul cod nu se aplica pentru o mare parte din
resursele si serviciile web fapt ce produce efecte negative pentru cetéteni,
acestia fiind neasigurati in mediul online.

Legea privind Centrul
pentru Comunicare
Strategica si Combatere
a Dezinformarii si
privind modificarea
unor acte normative [7]
Legea nr. 48 din
16.03.2023 privind
securitatea cibernetica

[8]

Prezenta lege stabileste statutul, cadrul juridic, principiile, misiunea,
atributiile, drepturile, obligatiile, modul de organizare si finantare ale
Centrului pentru Comunicare Strategicd si Combatere a Dezinformarii.

Se refera la asigurarea securitatii informationale in mediul online.
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Legea securitatii statului
nr. 618/1995 [9]

Articolul 4. Amenintari la adresa securitatii statului (instigare la actiuni de
violentd, activitatea structurii informative ilegale, culegerea neautorizata de
informatii, campanii de propaganda ostila sau de dezinformare, care pot
dauna regimului constitutional, propagarea ideilor si valorilor teroriste i
extremiste, influentarea proceselor electorale in scopul promovarii
intereselor altor state, ale entitatilor anticonstitutionale, ale unui grup
criminal organizat sau ale unei organizatii criminale,

Avrticolul 7. Respectarea drepturilor si libertatilor omului in cadrul asigurarii
securitatii statului (nicio persoand nu poate fi urmarita pentru exprimarea
libera a opiniilor sale politice si religioase);

Articolul 8. Dreptul cetatenilor la informare asupra activitatii organelor
securitatii statului si asupra problemelor ce tin de interesele lor personale;

Legea nr. 120/2017
privind prevenirea si
combaterea terorismului
[10]

Articolul 7. Imputemicirile autorititilor cu competente in domeniul
prevenirii si combaterii terorismului ((1) Serviciul de Informatii si
Securitate previne si combate terorismul prin... f) colectarea, analiza si
valorificarea informatiilor despre potentialele riscuri si amenintari la adresa
si contrainformative); (5) Agentia Servicii Publice, impreund cu alte
autoritati publice si cu furnizorii de retele sau servicii de comunicatii
electronice, asigura asistenta informationald a autoritatilor ce desfasoara
activitatea de prevenire si combatere a terorismului, punand la dispozitia
acestora, iIn mod gratuit, resurse informationale si retele de comunicatii
electronice, acordand asistenta tehnica specializatda necesara pentru crearea
unor banci de date si sisteme informationale.

Articolul 8. Centrul Antiterorist al Serviciului de Informatii si Securitate
(reglementeaza functiile si imputernicirile centrului care include si analiza
informatiilor din mass-media, mediul online etc.);

Capitolul V. Informarea opiniei publice asupra activitatii teroriste;

Strategia securitatii
nationale a Republicii
Moldova [11]

Conform viziunii Presedintei Republicii Moldova ,, Federatia Rusa a ...
intreprins actiuni de destabilizare a tdrii prin intermediul atacurilor
cibemetice si al campaniilor de dezinformare...”,

20. Securitatea Republicii Moldova poate fi expusa urmatoarelor riscuri: (3)
cibernetice

21. Republica Moldova se confruntd cu mai multe vulnerabilitdti...: (6) in
domeniul informational, care se identificd prin concentrarea masiva a
activelor pe piata media; propagarea dezinformarii prin mass-media sau pe
piata digital de catre persoane agresive; lipsa AIM; (7) in domeniul
cibernetic, care includ lipsa unei igiene cibernetice in randul populatiei si
al functionarilor publici cat si echipamente informatice invechite menite sa
asigure securitatea cibernetica.

28. In vederea realizarii obiectivelor nationale de securitate si apdrare...
Strategia stabileste urmatoarele directii de actiune: 4) securitatea si
rezilienta informationald; 8) securitatea si rezilienta cibemetica,

Codul penal al
Republicii Moldova
[12]

Articolul 1352 Propaganda genocidului sau a infractiunilor impotriva
umanitatii;

Articolul 140. Propaganda razboiului;

Avrticolul 176. Incilcarea egalitatii in drepturi a cetitenilor;
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Articolul 176'. Incilcarea drepturilor cetitenilor prin  propagarea
fascismului, a rasismului si a xenofobiei si prin negarea Holocaustului;

Articolul 177. Incilcarea inviolabilitatii vietii personale;

Articolul 177*. Falsul de identitate;

Articolul 178. Violarea dreptului la secretul corespondentei;

Articolul 180. incilcarea intentionati a legislatiei privind accesul la
informatie;

Articolul 180%. Tmpiedicarea intentionati a activititi mass-media sau
intimidarea pentru critica;

Articolul 180%. Cenzura;

Articolul 185. Incilcarea dreptului de autor si a drepturilor conexe;

Articolul 185°. Declaratiile intentionat false in documentele de inregistrare
ce tin de protectia proprietatii intelectuale;

Articolul 185*. Incilcarea privind masurile tehnice si informatiile referitoare
la gestionarea dreptului de autor si a drepturilor conexe;

Articolul 220", Indemnul, determinarea sau inlesnirea la prestarea serviciilor
sexuale online;

Capitolul XI. Infractiuni informatice si infractiuni
in domeniul comunicatiilor electronice;

Articolul 324. Coruperea pasiva,;

Articolul 324, Corupere politicd pasiva;

Articolul 325. Coruperea activa;

Articolul 325, Coruperea politici activa;

Articolul 326. Traficul de influents;

Articolul 338". Constituirea unei structuri informative ilegale;

Avrticolul 338%. Culegerea neautorizati de informatii;

Articolul 341. Chemarile la rasturnarea sau schimbarea prin violentd a
oranduirii constitutionale a Republicii Moldova,;

Articolul 346°. Raspandirea materialelor cu caracter extremist;

Codul contraventional al
Republicii Moldova
[13]

Articolul 70. Calomnia;

Articolul 70*. Instigare la discriminare;

Articolul 70%. Hartuirea;

Articolul 71. Incilcarea legislatiei privind accesul la informatie si cu privire
la petitionare;

Articolul 74'. Prelucrarea datelor cu caracter personal cu incilcarea
legislatiei privind protectia datelor cu caracter personal;

Capitolul XIV. Contraventii in domeniul comunicatiilor electronice si al
comunicatiilor postale;

Avrticolul 364. Incilcarea legislatiei cu privire la publicitate:

Articolul 365°. Secretizarea/desecretizarea neintemeiati a informatiilor;

Legea privind libertatea
de exprimare [14]

Legea garanteaza libertatea de exprimare, mentinand echilibrul cu protectia
onoarei, demnitétii, reputatiei si vietii private, fard a reglementa accesul la
informatii, dreptul la replica electorala si drepturile de autor.
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Legea privind accesul la
informatiile de interes
public [15]

Legea reglementeazd exercitarea si apararea dreptului de acces la
informatiile de interes public, obligatiile furnizorilor, raspunderea pentru
incélcari si mecanismele de control, fara a afecta reglementarile speciale din
alte legi; accesul la informatiile de mediu este stabilit de Guvern.

Legea privind secretul
de stat [16]

Prin prisma dezinformarii, Legea se refera la reglementarea actiunilor ce tin
de desecretizarea si modificarea cu rea intentie a secretelor de stat.

Strategia nationala de
dezvoltare ,,Moldova
20307 [17]

Strategia de
transformare digitala a
Republicii Moldova
pentru anii 2023-2030
[18]

HG Nr. 114 din
07.03.2023 cu privire la
aprobarea Strategiei de
dezvoltare ,,Educatia
2030 si a Programului
de implementare a
acesteia pentru anii
2023-2025 [19]

Cadrul normativ adiacent, orientat spre asigurarea unei dezvoltari durabile
a Republicii Moldova prin consolidarea unei societati informationale
veridice si reziliente, se numara: Strategia nationald de dezvoltare ,,Moldova
2030; Strategia de transformare digitald a Republicii Moldova pentru
perioada 2023-2030; precum si Hotararea Guvernului nr. 114 din
07.03.2023 privind aprobarea Strategiei de dezvoltare ,,Educatia 2030” si a
Programului de implementare aferent pentru anii 2023-2025.

In 2024, prin Ordinul comun al Ministerului Educatiei si Cercetirii si Ministerului

Culturii [20] Republica Moldova a fost adoptat Planul Interministerial de Alfabetizare
Informationala si Media (AIM) pentru perioada 2024-2026, cu scopul de a creste accesul
cetdtenilor la surse veridice si oportunitati de invatare formala si informald, incepand de la
educatia timpurie. Astfel, au fost stabilite un set de obiective si masuri divizate in trei mari
arii de actiune:
1. Educatie pentru media:
e Introducerea educatiei media ca disciplind obligatorie in Curriculumul National
(primar, gimnazial, liceal).
e In universitati, AIM este abordatd sporadic, doar in cadrul programelor de
jurnalism, istorie si filologie, fara o disciplina dedicata.
2. Proiecte si platforme:
e Site-uri de informare: Platforme precum Mediacritica.md si Stopfals.md publica
informatii despre surse false, conturi malitioase si narative de dezinformare.
e (Canalul ,First Source”: Verificarea informatiilor si identificarea surselor de
dezinformare.
e Ghiduri si fact-checking: Serviciul de Informatii si Securitate (SIS) si Centrul
pentru Jurnalism Independent (CJI) oferd ghiduri si colaboreaza cu organizatii de
fact-checking.
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e EDMO FACT: Combinatie de fact-checking, Al si cercetare pentru combaterea

dezinformarii in Moldova si Ucraina.

e Veridica.md: Platforma dedicatda combaterii dezinformarii.

e Prebunking prin M-MIIND: Proiect al International Media Support (IMS) si

LetsData, care foloseste Al pentru a detecta dezinformarea in stadii incipiente (in
36 de ore) si a livra informatii corecte inainte de propagarea fake news-ului.
3. Securitate informationala:

e Revizuirea legilor privind securitatea informationala si media.

e Blocarea surselor de dezinformare (de exemplu, site-urile rusesti) de catre SIS.

e Monitorizarea spatiului online pentru detectarea campaniilor coordonate, axate

pe securitate nationald, manipulare electorald si propaganda geopolitica.

Desigur, existd si cateva limitari Tn acest sens: activitatile sunt concentrate pe
securitate nationald, politica si alegeri, cu mai putin accent pe problemele tinerilor (de
exemplu, escrocherii online, continut sexual manipulator etc.); lipsa masurilor impotriva
indivizilor din spatele conturilor false; educatia media este optionala in scoli, iar in
universitati este insuficient dezvoltata, limitdnd accesul la AIM calitativa; numar redus de
initiative pentru persoanele varstnice.

In prezent, in era digitald tot mai multe persoane se documenteaza din mediul online
si in mare parte, de pe retelele de socializare. Narativele de dezinformare cu specificatii
locale ale Republicii Moldova se concentreaza pe doud mari directii: (1) exploatarea
vulnerabilitatilor istorice (folosirea nostalgiei dupa URSS, manipularea relatiilor
interetnice dintre romani si rusi, exploatarea fricii de schimbari culturale); (2) adaptarea
contextului geopolitic (promovarea narativelor pro-rusesti prin politicienii locali,
exploatarea problemelor economice pentru a critica orientarile occidentale, demonizarea
procesului de integrare UE etc.) [21,22].

Mecanismele tehnice de detectare a dezinformarii cu ajutorul Al se bazeaza pe: (1)
Natural Language Processing (NLP). Sistemele Al analizeaza componentele textului. 47
sentiment analysis este cunoscuta si sub denumirea de extragere a opiniilor, fiind un proces
care aplica Al pentru a identifica si clasifica tonul emotional exprimat in text. Aceasta ajuta
companiile sd inteleagd opiniile clientilor, tendintele pietei si reputatia marcii prin
analizarea datelor text precum recenzii, postari pe retelele sociale si sondaje. Aceastad
analiza poate dezvalui dacd sentimentul este pozitiv, negativ sau neutru, oferind informatii
valoroase pentru diverse aplicatii. Modelele Al pot fi partinitoare daca datele de
antrenament nu sunt reprezentative pentru populatie. Gradul de acuratete: 76-88% 1n cazul
textelor false identificate anterior; (2) Analiza Multimedia. Deepfake-urile sunt detectate
prin analiza biometriei video-urilor, clipit nenatural, iluminare inconsistenta, forensica
imaginilor prin mijloace de metadate si pixel artefacte, sincronizare audio-video. Rata de

succes: 85% in cazul manipularilor standard, scade drastic in cazul Al generativ nou; (3)
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Analiza Comportamentala. Cartografierea propagdarii stirilor pe multiple platforme,
detectarea botilor, postare repetitiva, sincronizare +2 minute, identificarea campaniilor
coordonate prin template-uri comune si mesaje duplicate. Acuratete boti: 92% in cazuri
simple [23, 24, 25].

Unelte precum ChatGPT, Claude, Perplexity, Gemini si Grok folosesc modele de
limbaj mari (LLM), iar accesul la sursele externe le poate permite descoperirea stirilor false
sau a dezinformarii. In urma analizei acestor instrumente s-a constatat:

e Procesarea Limbajului Natural

- Detectarea inconsecventelor stilistice si lexicale: ChatGPT/GPT-4 analizeaza
coerenta argumentelor si frecventa cuvintelor-cheie asociate dezinformarii;

- Alegerea surselor si cross-referencing: Perplexity Al foloseste cautare web in
timp real si citeazd surse pentru verificare directd, reducand riscul de
,halucinatii”;

- Semantic matching: Claude compara afirmatiile cu baze de date fact-checking
pentru a marca teza-verdict type, semnaland date neconfirmate;

o Analiza retelelor de informatii

- Graph analysis: Grok monitorizeaza propagarea informatiilor, identificand
tendinte si diseminarea rapida a continutului suspect;

- Bot detection: Sisteme specializate (ex. BotRGCN) analizeaza comportamente
repetitive sau rate anormale de engagement pentru a detecta conturi automatizate.

o Verificarea multimodala

- Deepfake detection: Claude si Gemini integreaza tehnici de analiza video,
detectand anomalii precum clipitul nenatural sau artefacte pixel;

- Forensic imaging: ChatGPT poate folosi extensii precum PhotoDNA sau Error
Level Analysis (ELA) pentru a identifica manipulari in imagini;

e Uncertainty Quantification (UQ, cuantificarea incertitudinii)

- GPT-4o0 si Claude folosesc dropout si ensemble methods pentru a estima
increderea. Raspunsurile sub un prag (de ex. 0.85) sunt marcate ,,verificare
manuala necesara”.

e [Invdtare din feedback

- Mecanismul de reinforcement learning: Claude se adapteaza prin corectii de la
fact-checkeri, reducand erorile;

- Interfatd colaborativa: Perplexity permite utilizatorilor sa confirme/respinga
raspunsurile, ajustind modelul in timp real.

Din analiza de mai sus pot fi evidentiate urmatoarele limitari comune: (1) Halucinatii:
rata de fabulatie variaza intre 3% (GPT-5 estimat) si 40% (GPT-3.5); Bias-uri de antrenare:
modelele pot reflecta prejudecéti din datele de training; (3) Necesitd verificare umana:
scorurile de incertitudine UQ (Uncertainty Quantification ) si feedback-ul live reduc dar
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nu elimina complet rezultatele false. In practica, Perplexity Al este cel mai robust pentru

detectarea stirilor false datoritd accesului live la web si citarii transparente, in timp ce

ChatGPT si Claude dispun de capabilitati avansate de procesare a limbajului natural (NLP)

si de cuantificare a incertitudinii (UQ). Gemini exceleazd in contextul Knowledge Graph,

iar Grok necesitd imbunatatiri pentru reducerea amplificarii dezinformarii.

Performanta sistemelor de detectare a fake news-urilor axate pe utilizarea Al sunt

reflectate in tabelul 1.

Tabelul 1. Performanta si limitarile sistemelor
de detectare a dezinformarii cu utilizarea Al

NLP text basic 76% Detectare text fals standard
Ensemble methods 99.8%  Combinatii algoritmi multipli
Deepfake detection 85% Video manipulare

Bot detection 92% Conturi automatizate
Cross-platform tracking 65% Migrare narative

Detectarea dezinformarii prin Al se confrunta cu obstacole complexe, care limiteaza

eficienta sistemelor actuale si necesita solutii inovatoare. Dintre cele mai vizibile limitari
tehnologice ale sistemelor pot fi enumerate:

Viteza de propagare: Continutul fals se raspandeste de sase ori mai rapid decat cel
autentic, ceea ce face dificild interventia Tn timp real, mai ales pe platformele sociale
dinamice.

Lipsa datelor regionale: Dataset-urile pentru limbile regionale, cum ar fi romana sau
rusa vorbitd i1n Moldova, sunt insuficiente, reducand acuratetea modelelor Al in
contexte locale. De exemplu, calcurile lingvistice ruso-romane sunt adesea
interpretate gresit de modelele globale.

Deepfake-uri avansate: Progresele in Al generativ produc deepfake-uri tot mai
realiste, care sfideaza tehnicile actuale de detectare, cum ar fi analiza biometrica sau
a artefactelor de pixeli.

Complexitate multimodala: Dezinformarea combind texte, imagini si videoclipuri,
necesitand algoritmi capabili sd proceseze simultan multiple formate, ceea ce creste

complexitatea computationala.

Limitarile optionale se reduc, in mare parte, la urmatoarele:

Migrarea intre platforme: Dezinformarea se muta rapid de pe o platforma pe alta (de
exemplu, de la TV la Telegram, TikTok sau Facebook), reducand eficienta sistemelor
care monitorizeaza o singura platforma.

Reaparitia rapida a clonelor: Site-urile blocate pentru dezinformare sunt inlocuite cu
clone noi in 24-48 de ore ocolind masurile de control.
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o Context cultural: Nuantele culturale specifice, cum ar fi referintele locale din
Moldova, sunt greu de captat de modelele Al globale, ceea ce duce la erori de
Interpretare.

O alta limitare a sistemelor Al sunt limitarile sociale:

e Dificultditi de perceptie: in Moldova 61% dintre cetiteni intampina probleme in a
distinge informatiile false de cele reale, ceea ce amplifica impactul dezinformarii.

o Perceptia de partinire: Fact-checking-ul este adesea considerat partinitor in
comunitati polarizate, reducand increderea in rezultatele Al.

o Efectul de amplificare: Detectarea inadecvata poate atrage atentia asupra continutului
fals, amplificandu-i raspandirea in loc sa o opreasca.

Concluziondnd, putem afirma ca solutiile inovatoare pentru combaterea
dezinformarii pot fi rezumate astfel:

—  Cuantificarea incertitudinii (UQ): Tehnicile precum Monte Carlo Dropout evalueaza
increderea predictiilor Al. Cazurile incerte (scor sub 0,85) sunt trimise spre verificare
umand, crescand acuratetea cu 12% si reducand erorile;

—  Prebunking vis-a-vis Debunking: Prebunking-ul educa publicul in avans pentru a
respinge dezinformarea. In Moldova, campaniile, din 2024, au redus rispandirea
continutului fals cu 45% prin explicarea tacticilor manipulative;

— Integrare Cross-Platform: Algoritmii monitorizeaza dezinformarea pe platforme
precum Telegram si TikTok, folosind analiza grafurilor pentru a detecta retelele de
distributie si a interveni rapid;

—  Invdtare continud: Modelele Al, precum Claude, folosesc feedback-ul uman pentru
a-si ajusta predictiile, reducand erorile prin invatare continud si reinforcement
learning (invatare prin Intdrire);

— Tehnologii multimodale: Sistemele integreaza analiza textului, imaginilor si
videoclipurilor, detectdnd inconsistente (de exemplu, deepfake-uri) prin corelarea
datelor din surse multiple.
in concluzie si in contextul celor elucidate mai sus, considerim necesari crearea unui

sistem integrat de detectare a dezinformarii cu aplicarea inteligentei artificiale. Sistemul va
integra procesarea multimodala, adica va trebui sa proceseze simultan text prin modele
BERT-RoBERTa adaptate pentru limba roméand si rusd, cu specializare pe narative
moldovenesti. In acelasi timp, pentru analiza informatiilor video se poate utiliza tehnologia
ViViT cu verificare biometrica pentru detectarea manipularilor, iar pentru imagini se vor
combina retele neuronale cu tehnici forensice avansate - pentru a identifica manipulari
timpurii. Motorul de recunoastere a pattern-urilor va utiliza Retelele Neuronale pe Grafuri
pentru a analiza conturi false, distributie cross-platform (Facebook, Telegram, TikTok) si
relatii semantice intre narative, detectdnd campaniile coordonate. Gradul de Incredere este

calculat prin metode Monte Carlo, trimitand doar cazuri sub 85% spre validare umana si,
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astfel, optimizand resursele. Platforma colaborativa permite fact-checkerilor sa eticheteze
date noi, Imbunatatind sistemul prin reinforcement learning continuu. Detectarea precoce
(la 0.01% volum) va genera mesaje preventive personalizate, reducand propagarea fake
news-urilor cu 50%. Avantajele competitive vis-a-vis de sistemele existente includ:
scalabilitate multimodala, flexibilitate lingvisticd/geopolitica, eficientd Tn minimizarea
falselor alarme, proactivitate prin prebunking si colaborare unificatd. Planul de
implementare cuprinde patru etape: (1) colectarea datelor pentru adaptarea modelelor axate
pe inteligenta artificiald, (2) adaptarea modelelor, (3) dezvoltarea Retelele Neuronale pe
Grafuri, (4) extindere API (Application Programming Interface). Evaluarea critica releva
inovatie tehnica holistica, relevanta contextuald pentru vulnerabilitatile moldovenesti, dar
si provocdri precum complexitate tehnicd, acces la date si platforme cat si riscuri etice
(cenzura, responsabilitate algoritmica). Abordarea graduala prin parteneriate locale ofera
sustenabilitate. Astfel, acest sistem promite o paradigma proactiva eficienta, iar in calitate
de pas urmator, consideram necesara crearea unui model pedagogic de alfabetizare
informationald si media contribuind organizat la detectarea dezinformarii in medii publice

pentru a creste rezilienta societala In Moldova.

Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,,Metodologia dezvoltarii unui model
integrat de detectare si combatere a dezinformarii in Republica Moldova: abordare tehnologica si socio-
educationala”, obtinut in baza rezultatelor concursului national de proiecte de cercetare si inovare
“Stimularea excelentei cercetarilor stiintifice pentru anii 2025-2026", aprobat prin Decizia Consiliului
Agentiei Nationale pentru Cercetare si Dezvoltare nr. 04 din 22.07.2025 si Ordinul ANCD nr. 19-PC din
22.07.2025, din cadrul Prioritatii strategice IV: Provocari societale, cu cifrul 25.80012.0807.65SE.
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Rezumat. In articol se demonstreazi importanta competentei matematice pentru dezvoltarea competentelor
digitale, in particular — competenta de programare. Sunt aduse argumente referitor la utilizarea matematicii
in realizarea codurilor de program prin aplicarea tehnicii programarii dinamice. Este propusa analiza unei
probleme de concurs prin prisma matematicii si a tehnicii programarii dinamice. Articolul evidentiaza,
astfel, necesitatea formarii integrate a competentelor STEM, sustindnd ideea cd performanta in programare
nu poate fi atinsa fara o baza matematica solida.

Cuvinte cheie: competente in domeniul stiintei, tehnologiei, ingineriei si matematicii, competente digitale,
competenta de a programa, tehnici de programare, programare dinamicd, complexitate algoritmica.

MATHEMATICS - A KEY FOUNDATION FOR DEVELOPING

PROGRAMMING COMPETENCE

Abstract. The article demonstrates the importance of mathematical competence in the development of
digital skills, particularly programming competence. It presents arguments regarding the use of
mathematics in writing program code through the application of dynamic programming techniques. The
analysis of a competition problem is proposed from the perspective of mathematics and dynamic
programming. The article underscores the necessity of integrated STEM education, arguing that
programming performance is unattainable without a strong foundation in mathematics.

Keywords: mathematical competence and competence in science, technology, engineering, digital
competence, programming competence, programming techniques, dynamic programming, algorithmic
complexity.

Cadrul european de referintd privind competentele-cheie pentru invatarea pe tot
parcursul vietii include sub numarul trei competentele in domeniul stiintei, tehnologiei,
ingineriei si matematicii, iar sub numarul patru — competentele digitale. Conform acestui
document ,,competentele matematice presupun capacitatea de a gandi logic si de a aplica
rationamentele matematice pentru a face fata diverselor provocari si probleme din viata
cotidiana. Ele nu se limiteazd la calcule, ci includ intelegerea proceselor, aplicarea
cunostintelor si utilizarea unor instrumente Specifice: formule, modele, grafice sau
diagrame pentru a interpreta si solutiona situatii din viata reala. La baza acestor competente
std o buna stapanire a notiunilor matematice, combinata cu disponibilitatea de a gandi in
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termeni matematici. Aceste cunostinte includ numerele, masurile si structurile, operatiile
si prezentirile matematice de bazi etc. Intelegerea termenilor si conceptelor matematice,
comunicarea Iintr-un limbaj matematic cat si utilizarea instrumentelor ajutatoare
corespunzatoare (date statistice, grafice etc.) contribuie la intelegerea aspectelor
matematice ale digitalizarii” [1]. Competentele digitale includ, prin definitie, si competenta
de a programa. Evident, nu este o noutate ca pentru crearca codului de program sunt
necesare abilitati si cunostinte din diverse materii, iar unele dintre cele mai importante sunt
competentele matematice. Translarea problemei din limbaj natural n limbaj terminologic,
adicd construirea modelului problemei, cere de la instruit cunoasterea clara si temeinica a
notiunilor matematice: mulfimi numerice, axd numericd, egalitdti numerice, ecuatii,
inecuatii, functii, elemente de geometrie 1n plan si spatiu etc. Reprezentarile matematice,
cum ar fi functiile, matricele sau grafurile, faciliteazd modelarea abstractda a problemelor
complexe si implementarea solutiilor algoritmice. Capacitatea de a utiliza rationamentul
matematic ajutd la identificarea modelelor si a relatiilor dintre date, aspecte esentiale pentru
optimizarea timpului de executie si a spatiului de memorie [2].

Este cunoscut ca, tehnica programarii dinamice se utilizeaza pentru rezolvarea
problemelor de optimizare sau de decizie, prin descompunerea acestora in subprobleme
mai mici, suprapuse, permitand reducerea complexitdtii computationale fata de solutiile
recursiv-exponentiale. Astfel, pentru aplicarea tehnicii programarii dinamice avem nevoie
de identificarea principiului de optimalitate, care nu este altceva decat o functie, un sistem
de ecuatii/ inecuatii realizarea iterativa/recursiva a carora conduce la obtinerea solutiei
optimale. Cu alte cuvinte, matematica ofera fundamentele logice si structurale necesare
pentru a identifica substructura optima a unei probleme, esentiala in programarea dinamica.
De asemenea, formularea unei probleme in termeni matematici permite descompunerea ei
in relatii de recurentd, care stau la baza abordarii dinamice. In acelasi timp, prin analiza
matematica, se pot demonstra proprietatile de corectitudine si eficienta ale solutiei obtinute
prin aplicarea tehnicii programarii dinamice [3, 4].

Sa analizam problema Iluminare (Olimpiada Republicana de Informatica, Republica
Moldova, 2024): De-a lungul unui bulevard, pe mijloc, au fost instalati n piloni pentru
tluminare stradald. Distanta dintre piloni este de 5 metri. Asa cum, lampile instalate au
intensitatea de iluminare pi (1 < pi <10) si consuma 100 - p; watt, responsabilii de
iluminarea stradala s-au gandit cum ar putea economisi energia electrica. Astfel, ei au
analizat urmatoarele situatii: (1) fiecare pilon are o lampa care ilumineaza o portiune de
bulevard de forma unui disc cu raza pi; (2) trebuie iluminata nu neaparat toata suprafata
bulevardului, dar, cel putin, o fasie cu latimea d > 0 pe care sa se poata deplasa pietonii;

(3) exista posibilitatea de a nu conecta la energie electrica toti pilonii (figura 1).
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Sarcina: Elaborati un program care le-ar permite responsabililor de iluminarea stradala sa

calculeze consumul minim de energie electricd si fasia de bulevard care va fi iluminata

integral.

Date de intrare: Intrarea standard contine pe prima linie un numar natural n care indica

numarul de piloni instalati pe bulevard. Pe urmatoarele n linii a intrarii standard se vor citi

numerele pi (i=1,2,...,n) care reprezinta intensitatea de iluminare a lampilor.

Date de iesire: Iesirea standard va contine pe prima linie un numar natural E — consumul

total de energie electricd in watt; pe a doua linie se va afisa numarul d, care se obtine prin

trunchierea numarului d.partea fractionara (de exemplu, pentru numadrul

2.36758492 se va afisa 2); daca d=0, atunci se va afisa pe o singurd linie mesajul

‘SCHIMBATI LAMPILE’.

Figura 1. Problema lluminare. Prezentare grafica

Restrictii: 1 < n < 50, 1 < p: < 10.

intrare admit o singura solutie.

Timp de executie: 2 secunde. Datele de

Exemple:
Intrare lesire
Exemplul 1.
5 1500
3 3
3
1
9
2
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Exemplul 2.

SCHIMBATI LAMPILE

N O~ P W O

Rezolvare:

De reguld, problemele de concurs presupun o simbioza dintre fundamentele
matematice solide imbinate cu structuri de date sofisticate cat si aplicarea tehnicilor de
programare avansate, de exemplu — programarea dinamica [5]. Aceasta problema, la fel,
nu este o exceptie.

De fapt, problema lluminare poate fi catalogata, dupa tip, in problema de geometrie
computationald, iar dupa abordare — problema din categoria tehnicilor de programare, in
particular — tehnica programarii dinamice.

Care sunt notiunile matematice pe care trebuie sa le posede elevul pentru a rezolva
aceasta problema? Vom identifica notiunile din algebra si geometrie. Astfel:

Algebra: In primul rand, se va lucra cu numere naturale si intregi. De asemenea,
elevul ar trebui sd-si dea seama, din conditia problemei, cd va lucra cu numere reale (pentru
al calcula pe d). Evident, trebuie sa cunoasca operatiile aritmetice pe multimile N, Z, R,
notiunea de modulul unui numadr, radicalul, multime, submultime, operatii cu multimi.

Geometrie: Notiunile din geometrie necesare pentru rezolvarea problemei lluminare
sunt mult mai multe. Acestea sunt: axd numerica, sistem de coordonate, punct, linie,
dreapta, segment, cerc, disc, ecuatia cercului, ecuatia dreptei, distanta dintre doud puncte,
calcularea punctelor de intersectie a doua cercuri, intersectia unui cerc cu axele de
coordonate, apartenente unui punct la un segment, notiune de simetrie etc.

Construind modelul matematic, problema lluminare poate fi formulata astfel: Se da
o multime din n elemente. Sa se determine o submultime a acestei multimi care respecta
un set de proprietati. Adica, problema se reduce la rezolvarea problemei rucsacului care
implicd generarea submultimilor unei multimi. Asa cum, N=50, iar numarul de submultimi
ale unei multimi este 2°° = 1125899906842624 =~ 10%°, atunci generarea tuturor
submultimilor si analiza lor va conduce la un timp de calcul exagerat.

Problema se rezolva aplicand tehnica programarii dinamice, metoda inapoi, care
permite rezolvarea problemei in n etape. Esenta algoritmului consta in urmatoarele:

Pasul 1. Vom identifica datele si structurile de date pe care le vom utiliza pentru rezolvarea
problemei. Se va defini o structura vector de tip tablou unidimensional de tip intreg.
VVom declara variabilele p, ensiultimdetip vector, unde se vor memora: intensitatea
de iluminare pi (1 < pi < 10); energia consumata daca au fost conectati o parte din pilonii
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de la 1 la n; ultimul pilon care a fost adaugat la solutia posibila. De asemenea, se va defini
o structurd vectorl de tip tablou unidimensional de tip multime si se va declara variabila
pilon, unde se vor memora numerele de ordine a pilonilor care pot forma o solutie
posibild. Din analiza datelor de intrare este clar ca variabila d va fi de tip real. Pe noi ne
intereseaza energia minima consumata si valoarea lui d.
Pasul 2. Se vor initializa structurile de date en, pilon, ultim:
pentru i=1 pdnd la 10*n
{pilon[i]=[1];
en[1]1=0;
ultim([i]=0;}
Pasul 3. Din analiza datelor initiale se poate observa ca pentru a obtine o solutie posibila
valida (d # 0) este necesar ca unul din pilonii 1 sau 2 sa fie conectati la energia electrica.
Deci, vom avea:
enl[p[l]]=p[l]; pilon[p[l]]=[1]; ultim[p[1]]=1;
daca p[2]>5 atunci
{en[pl2]]1=p[2];
pilon[p[2]]1=[2];
ultim[p([2]]1=2;}
Intersect(1,2,q); //intersectdm discul 1 cu raza p[l] cu discul
2 cu raza pl[2]; dacd discurile de intersecteazd, atunci g="1i’;
daca g="'1i"' atunci
{en[p[l]l+p[2]]=p[l]l+p[2];
pilon[p[l]l+p[2]]1=[1,2];
ultim[p[l]+p[2]]1=2;}
Pasul 4. Vom analiza in continuare pilonii 3, ..., n. La fiecare dintre aceste etape se adauga

NN

+tp[2]
+tp[2]
un nou pilon care are o lampa cu intensitatea de iluminare pi si se memoreaza toate
intensitatile de iluminare cumulate care pot fi formate cu pilonii 1,2...,i. Aici se va tine
cont de faptul ca pilonul pj poate fi adaugat numai daca discul luminos descris de lampa se
intersecteaza cu discul luminos descris de lampa ultimului pilon adaugat memorat in
ultim[j].
pentru i=3 pdna la n
{1=1; g:="c';
cat timp j<=10*n
{daca ultim[j]<>0 atunci Intersect (ultim[j],1i,q);
daca g="'1"' atunci
{en[j+pl[ill=en[j]l+pl[i];
pilon[j+pl[i]]=pilon[j]+[i];
ultim[j+p[i]]1=1;
g='c';}
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J=3+1;}}
Pasul 5. Verificam daca solutia este finald, adica daca discul luminos al ultimului pilon
adaugat la solutie intersecteaza linia x=5* (n-1) . Pentru aceasta este necesar ca distanta
de la ultimul pilon adaugat la solutie sa fie mai mica decat p [ultim[j]] sau poate fi
aplicata secventa de instructiuni:

pentru j=1 pdnd la 10*n

{aux=25*sqgr (n-ultim[j]) ;
dacd (ultim[j]<>0) and (ultim[j]<>n)
and (aux>=(p[ultim([j]])2) atunci ultim[j]=0;}

In cazul in care discul luminos al ultimului pilon adiugat nu intersecteazi dreapta
x=5%* (n-1), atunci valoarea lui ultim[j] devine egala cu 0, adica aceasta solutie
posibild nu poate fi solutie finala.

Pasul 6. Calculam valoarea minima a intensitatilor de iluminare cumulate, adica consumul
minim de energie electrica:

min=1000;

pentru i=1 pdna la 10*n

{dacd (ultim[i]<>0) and (en[i]<min)
atunci {min=en[i];poz=1i;}}

Aici poz va fi egald cu valoarea minima a consumului de energie electrica.

Pasul 7. Calculam valoarea lui d. Numarul d se obtine afland punctele de intersectie dintre
discurile luminoase descrise de pilonii selectati in solutie. Evident, se va alege valoarea
minimd. Asa cum, solutia trebuie analizatd in ordine crescdtoare a numerelor de ordine a
pilonilor, initial, se va gési primul pilon din solutie (evident, cum am scris mai sus, acesta
poate fi pilonul 1 sau 2). Se vor calcula punctele de intersectie a discului luminos al
primului pilon cu axa OY. Asa cum discurile sunt simetrice in raport cu axa 0X, pentru
calcularea punctelor de intersectie a doua cercuri, este suficient sd gdsim coordonatele unui
punct de intersectie A(x, y), iar d=2*y.

i=1; w=true;

cdt timp ((i<=ultim[poz]) and w)
{daca i € pilon[poz] atunci {k=i; w=false;}
1=1i+1;}

ml=k;

d=2*V ((p[m1])2-25*% (m1-1)2) ;

J=ultim[poz];

d1=2*V((p[3])?-25* (n-3)2) ;

daca dl<d atunci d=dl1;

i=ml+1;

repeta
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m2=ml; w=true;

cat timp ( (i<=ultim[poz]) and w)
{daca 1 € pilon[poz] atunci {k=i; w=false;}
i=i+1;}

ml=k;

temp=2*Punct (ml,m2) ;

daca temp<d atunci d=temp;

i=ml+1;

pdnd cind i>ultim[poz];

Pasul 8. Se va scrie pe prima linie a iesirii standard valoarea min, iar pe a doua linie
numarul care se obtine prin trunchierea valorii d.

Pasul 9. Dacd min=1000, atunci se va scrie *\SCHIMBATI LAMPILE’, iar pasii 7 si 8
vor f1 omisi.

Este cunoscut ca doud cercuri se pot intersecta in doua puncte, pot fi tangente sau
nu au puncte de intersectie. In acest caz, pentru a reduce timpul de calcul si volumul de
memorie, nu este necesar sa calculam punctele de intersectie a doua cercuri (desi, acest
lucru este necesar pentru calcularea lui d). Este suficient sa cunoastem doar daca acestea
se intersecteaza:

Subprogram Intersect (a,b:intreg; t:caracter)

{daca ((a-b)*5+plal)?<(plbl)? and ((a-b)*5-plal)?>(plb])?
atunci t='1i' altfel t='z"';
Pentru calcularea ordonatei punctului de intersectic a doua cercuri se va aplica
subprogramul:

Subprogram Punct (s,v:]ntreg) :real;

{x=((pls])?=(plv])?=25* ((s-1)2=(v=1)?))/(10* (v=-5));
y= V((p[s])?= (x=5*(s-1))?) ;
Punct=y; }

Evident, putem optimiza algoritmul prin introducerea unei variabile logice care ar
determina daca timp de doud etape (addugarea a doi piloni posibili) nu a fost adaugat nici
un pilon la solutia posibila, atunci este clarcad = 0 si se va afisa mesajul *SCHIMBATI
LAMPILE’.

In caz general, problema admite mai mute solutii (figura 2). De exemplu, pentru

datele de intrare:

Intrare lesire
10 1500
3 3

5
10
7
2
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g w N o R

Figura 2. Problema lluminare. Cazul cind datele initiale admit mai multe solutii

Daca se va alege solutia: 3,5, 10,7, 2, 1, 9, 2,3, 5, atunciseva
consuma 3200 waltt, iar d=5. Daca se va alege solutia: 3,5, 10,7, 2, 1, 9,
2,3, 5, atuncisevaconsuma 3200 watt, iar d=3.

Pentru exemplul 1 din conditia problemei avem urmatoarea explicatie: Analizand
figura 3 se poate observa cad conectarea pilonilor 3 si 5 nu are sens. Deci, se vor conecta
pilonii 1,2,4 cu intensitatea de iluminare 3, 3, 9 respectiv. Obtinem: 3+3+9=15,
15%100=1500 watt. In acest caz d=3.

Vom exemplifica in continuare parcurgerea algoritmului de programare dinamica si
obtinerea solutiilor partiale si finale. Pentru aceasta, vom utiliza un tabel, unde pe prima
linie sunt indicate valorile posibile ale sumei intensitatii de iluminare p;i (1< pi < 10).
Putem aplica formula de calcul a consumului de energie electrica care va avea valoarea
maxima egald cu ),J-;p; - 100. Pentru restrictiile din problema, aceste valori vor fi
cuprinse intre 100 si 5000. Evident, nu este convenabil nici ca volum de memorie, nici

R

exemplul 1, valorile vor fi cuprinse intre 1 si 50.

© Globa Angela, Gasnas Ala, 2025 161



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

Yl B

Figura 3. Problema lluminare. Datele de intrare pentru exemplul 1

Dupa initializarea variabilelor en, ultim, pilon, obtinem:

1123|1456 |7|8]9|10|11|12]13|14|15]16 50
en 0O{0|0|0|0O 0|00 |0 |0 0 0 0 0 0 0 0 0
Pilon |\ | 0| 0|0 |0 |00 0|0 | D |D |D | DT |T | DD %)
ultim (0 |0 |0 |0 |O |O |0 |0 |0 |O 0 0 0 0 0 0 0 0

Se analizeaza pilonul 1 cu intensitateap [ 1] =3. Asa cum, primul pilon poate fi inclus

in solutia posibila, avem situatia:

112|314 |56 7118119101112 |13|14|15]| 16 50
en OO0 |{3]0]|0]01]01]01]0]|O 0 0 0 0 0 0 0 0
pilon |glg|l|lg|lo|o|o|olololololo ool lo |
ultim |0 |0 |1 |0 |0 |O |O |0 |0 |O 0 0 0 0 0 0 0 0

Se va analiza pilonul 2 cu intensitatea p [2]=3. Asa cum, p [2] <5, este clar ca nu
putem avea o solutie partiala care incepe cu pilonul al doilea. Se verifica daca discurile
luminoase ale pilonul 1 si pilonului 2 se intersecteazd. Asa cum, rezultatul furnizat de
subprogramul Intersect (1, 2, g) pentru variabila g este ‘i, atunci acest pilon poate
fi adaugat la solutia posibila. Se va obtine urmatoarea stare a variabilelor structurate en,

ultim, pilon:

112|3|4]|5 6 7189110111213 |14 |15|16| ... |50
en 0]0]3|]0]0 6 0]0]0] O 0 0 0 0 0 0 0 0
pilon | g | g |1 || |{1,2} | 0| 0|0 |0 | D | 20|90 |0 |3 |0 T | D
ultim| 0 | O | 1| 0| O 2 0]0]0]| O 0 0 0 0 0 0 0 0

© Globa Angela, Gasnas Ala, 2025 162



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

Se va analiza pilonul 3 cu intensitatea p [ 3] =1. Se verifica daca discurile luminoase
ale pilonul 1 si pilonului 3 se intersecteazd. Rezultatul furnizat de subprogramul
Intersect (1, 3, q) pentru variabila g este “z’, adica el nu poate fi conectat dupa
pilonul 1. Se verifica daca discurile luminoase ale pilonul 2 si pilonului 3 se intersecteaza.
Rezultatul furnizat de subprogramul Intersect (2, 3, g) pentru variabila g este *z".
Deci, acest pilon nu poate fi conectat nici dupa pilonul 2, iar starea variabilelor en,
ultim, pilon ramane neschimbata.

Se va analiza pilonul 4 cu intensitatea p [4]=9. Se verifica daca discurile luminoase
ale pilonul 1 si pilonului 4 se intersecteaza. Rezultatul furnizat de subprogramul
Intersect (1, 4, g) pentru variabila g este *z’ . Deci, acest pilon nu poate fi conectat
dupa conectarea pilonului 1. Se verificd daca discurile luminoase ale pilonul 2 si pilonului
4 se intersecteaza. Rezultatul furnizat de subprogramul Intersect (2,4, q) pentru
variabila q este i’ . In acest caz, acest pilon poate fi conectat dupd conectarea pilonului

2. Obtinem urmadtoarea stare a variabileloren, ultim, pilon:

112|345 6 70189 (10]11| 12|13 | 14 15 16| ... |50
en 0]0]3]0]0 6 00| 0] O 0 0 0 0 15 0 0 0
pilon (g | |1 | |2 |{1,2}) | 0| 0|0 | T |\ | o |{1,2,4} | @ | @ | D
ultim (0O | 0|1 |0 | O 2 0)10|0]| O 0 0 0 0 4 0 0 0

Se va analiza pilonul 5 cu intensitatea p [ 5]=2. Evident, pentru fiecare caz analizat
valoarea variabilei g vafi *z’ . Deci, starea variabileloren, ultim, pilon varamane

neschimbata.
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Figura 4. Problema lluminare. Fasia maxima iluminata de piloni
pentru datele din exemplul 1
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Dupa verificarea finalitatii solutiei se va obtine:

112|3]4]5 6 718191 1 1 1 1 15 1 .. 5

0 1 2 3 4 6 . 0

en 0/0|13]0]0 6 01]0]0] 0 0 0 0 0 15 0 0 0
Pilon | g | g |1 | g || (1,2} | 0|0 |0 | 2|2 ||| (1,24 & | O | O
ultim| 0| 0O | 0|0 | O 0 01]0]01] 0 0 0 0 0 4 0 0 0

Din figura 4 usor se vede cd valoarea lui d este calculata corect.

Pentru exemplul 2, enuntat in conditia problemei, explicatiile sunt urmatoarele: Din
figura 5 se observa clar ca discul luminos al pilonului 2 nu se intersecteaza cu discul
luminos al primului pilon si nici cu discul pilonului al treilea. Prin urmare, este necesar de
schimbat alte 1ampi, adicd se va afisa mesajul *SCHIMBATI LAMPILE’.

—10

25

Figura 5. Problema lluminare. Datele de intrare pentru exemplul 2

In concluzie, articolul demonstreazi clar interdependenta dintre competentele
matematice si cele de programare, argumentand ca o intelegere profundd a conceptelor
matematice este esentiald pentru dezvoltarea competentei de programare. Translarea
problemelor din limbaj natural in limbaj algoritmic necesitd modelare matematica corecta,
iar utilizarea tehnicii programarii dinamice evidentiazd importanta logicii matematice in
optimizarea solutiilor. Problema lluminare a fost utilizata ca studiu de caz reprezentativ,
fiind analizata atat din perspectiva geometrica, cat si algoritmica. S-a aratat ca rezolvarea
eficienta a acesteia implica atdt cunostinte din algebrd si geometrie, dar si utilizarea
rationamentului logic, ceea ce confirmd rolul fundamental al matematicii in gandirea
computationala.
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Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementarii TIC in

procesul de studiere a stiintelor reale din perspectiva conceptului STEAM si Inteligentei Artificiale”, codul
040101, din cadrul Programului institutional de cercetare (2024-2027), aprobat prin Ordin MEC nr. 102
din 01.02.2024.
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Rezumat. Articolul evidentiaza rolul standardelor internationale In educatia matematica (PISA, TIMSS,
CCSSM) ca instrumente pentru dezvoltarea competentelor esentiale, precum gandirea critica, modelarea
matematica si aplicarea cunostintelor in contexte reale. In acest articol se subliniazi importanta adaptarii
acestor standarde la specificul national, prin integrarea lor in curriculum, modernizarea metodelor de
evaluare si utilizarea tehnologiilor digitale. Totodatd, sunt mentionate provocarile in implementare a acestor
standarde la nivel local.

Cuvinte-cheie: educatie matematica, standarde internationale, PISA, TIMSS, CCSSM, competente,

curriculum, adaptare, modelare matematica, evaluare.

ABOUT INTERNATIONAL STANDARDS IN MATHEMATICS EDUCATION:
CHALLENGES AND SOLUTIONS IN ADAPTING THEM

TO LOCAL SPECIFICITY

Abstract. The article highlights the role of international standards in mathematics education (PISA,
TIMSS, CCSSM) as tools for developing essential competencies such as critical thinking, mathematical
modeling, and applying knowledge in real-life contexts. It emphasizes the importance of adapting these
standards to national specificities by integrating them into the curriculum, modernizing assessment
methods, and using digital technologies. The article also mentions the challenges in implementing these
standards at the local level.

Keywords: mathematics education, international standards, PISA, TIMSS, CCSSM, competencies,
curriculum, adaptation, mathematical modeling, assessment.

In contextul actual al globalizirii si al schimbarilor rapide in societate, educatia
matematicd este chematd sd raspundd unor nevoi complexe, care depasesc transmiterea
simpld a cunostintelor. Accesul extins la informatie, dezvoltarea gandirii critice si
capacitatea de a rezolva probleme in diverse contexte devin competente esentiale,
promovate de numeroase cadre curriculare internationale. In acest sens aparitia si
consolidarea unor standarde educationale internationale reflecta eforturile globale de
armonizare a predarii matematicii in functie de cerintele unei societiti bazate pe

cunoastere.
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Ce sunt standardele internationale in educatia matematica?

Standardele educationale internationale reprezintd un set de repere conceptuale si
practice care definesc ceea ce ar trebui sa cunoasca, sa Inteleaga si sa fie capabili sa faca
elevii intr-un anumit domeniu, la un anumit nivel de varsti sau de formare. In educatia
matematica, aceste standarde vizeaza nu doar continuturi (ex. algebra, geometrie, analiza
matematicd), ci si competente transversale, precum rationamentul logic, modelarea
matematica, comunicarea matematica si rezolvarea de probleme in contexte reale [1, p. 6].

Standardele internationale in educatia matematica propun o abordare centratd pe
competente si pe dezvoltarea unor deprinderi transferabile, cu accent pe aplicabilitatea
matematicii in viata reald, pe modelare, argumentare si rezolvare de probleme deschise.
Aceste directii se aliniaza si cu promovarea unei educatii incluzive, echitabile si relevante,
asa cum este enuntat in obiectivul 4 din Agenda 2030 a ONU — ,, asigurarea unei educatii
de calitate pentru toti” [2, p. 8]. Printre cele mai influente cadre internationale care
stabilesc astfel de standarde se numara:

» CCSSM - Standardele comune de stat (SUA) pentru matematici (Common
Core State Standards for Mathematics) — elaborate in Statele Unite in anul 2010.
Acestea ofera o structura coerenta pentru fiecare an de studiu, organizata pe domenii
conceptuale si practici matematice. Accentul este pus pe coerentd, progresie si
gandire logica, aplicabilitate si profunzimea intelegerii [3, p. 3].

la nivel international, prin alinierea standardelor la cele ale tarilor cu sisteme educationale
de top.

» PISA — Programme for International Student Assessment —un program initiat de
OCDE, care evalueaza la fiecare trei ani capacitatea elevilor de 15 ani din intreaga
lume de a aplica cunostintele matematice in situatii reale. PISA nu testeaza doar
memorarea, ci mai ales gandirea critici, rationamentul si capacitatea de transfer
a cunostintelor [14].

» TIMSS — Trends in International Mathematics and Science Study, dezvoltat de
IEA, TIMSS evalueaza elevii de clasa a IV-a si a VIIl-a, punand accentul pe
cunostinte si aplicarea lor in contexte familiare. Structura acestuia permite
monitorizarea progresului educational in timp si comparatia intre sisteme [5, p. 5].

» Cadre curriculare nationale de referinta — cum ar fi cele din Singapore, Finlanda
sau Canada, recunoscute international pentru performantele lor in educatia
matematica, datoritd unui echilibru intre rigoarea teoretica si aplicabilitate, dar si
pentru modul in care acestea dezvolta metacognitia si autonomia elevilor [6, p. 4].
Scopul acestor standarde nu tine de uniformizarea globala a educatiei, ci de oferirea

unui set de orientari validate stiintific, care sd permitd fiecarui sistem national sa-si
calibreze intr-un anumit mod curriculumul, metodele de predare si de evaluare in raport cu
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cerintele actuale. Ele ofera un cadru de referintd pentru elaborarea politicilor educationale
nationale, dar si pentru profesori si autorii de manuale, contribuind astfel la o educatie
matematica relevanta, echitabila si nu in ultimul rand, de calitate [7, p. 145].
Particularitatile de baza ale fiecarui standard international sunt ilustrate mai jos:
Tabel comparativ: Analiza standardelor internationale in educatia matematica

Criteriul PISA (OCDE) TIMSS (IEA) CCSSM (SUA)
Publicul finti Elevi de 15 ani Elevide clasaa lV-asi | Clasele K-12 (gradinita —
’ a Vill-a clasa a Xll-a)
IEA — International . .
OECD - Organizatia Association for the | <SSO — Council Of_Ch'ef
o L. > . State School Officers; NGA
Institutia pentru Cooperare si Evaluation of .
’ . . — National Governors
Dezvoltare Economica Educational S
. Association
Achievement
Evaluarea capacitatii Evaluarea Stabilirea unui curriculum
Obiectivul de a aplica continutului predat coerent si progresiv, axat
matematica in viata | n scoli si aplicarea lui pe gandire matematica
reala in contexte cunoscute profunda
Rezolvare de probleme : . . Practici matematice +
Accentul . Continuturi curriculare < A NS
L in contexte personale, ’ o coerenta Intre an1 + Invatare
principal : . + procese cognitive ’ g ’
sociale, stiintifice profunda
Formularea, utilizarea . .
si interpretarea Practici matematice
Tipurile de ’ fpretare Cunoastere, aplicatie, | esentiale (ex. argumentare,
matematicil In . ; ’ . .
competente rationament [5, p. 17] modelare, rationalizare
’ contexte reale [4, p. <
abstractd) [3, p. 6]
20]
itati iabile si . . ..
. . Can.t.ltap, Yan?bl ©3 Numere, algebra, Numere, operatii, functii,
Continuturi relatii, spatiu si forma, . . . > N
’ O L geometrie, date si geometrie, date si statistici
evaluate date si incertitudine robabilitate [5, p. 8] 3. . 8]
Probleme deschise,
A Probleme scolare o T
realiste, In contexte de -~ A . Situatii scolare si aplicatii
Contextul Lo S familiare, inspirate din s > 7
« e viata: cumparaturi, . e modelate gradual, in functie
evaluarii e . manuale si exercitii de A s ’
munca, societate class ’[5 20’] de varsta [3, p. 15]
[4.p. 33] P
6 niveluri de . .
.. .. +
competenta (de la 3 domenii cognitive: Con‘glm_lt practici
Structura de . 9 . C matematice (8 practici
nivel 1: baza, la nivel cunoastere, aplicatie, .
evaluare « . ; definite pentru toate
6: performanta rationament [5, p. 17] nivelurile) [3, p. 6]
avansatd) [4, p. 33] Bl
. Evalpare.standar_dlzata Aliniere directa cu Curriculum national
Orientarea la nivel international, . N . . I
. - . e continutul predat in american unificat In statele
curriculara dar independenta de ’ . .
. . scoli participante
curriculum national ’

In continuare prezentim un model de sarcina CCSSM:
Sarcina — CCSSM (Modelare matematica)
Context: Economisirea energiei electrice in locuinta

Intr-o locuinta, consumul de energie electrica scade lunar in urma aplicarii unor masuri

economice, conform tabelului si graficului:

© Hajdeu Mihaela, Bordan Valeriu, 2025

168



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

Luna (x) Consum (kWh)
0 500
1 450
2 405
3 365

Sarcina (Nivel ,,Depasirea asteptarilor”):
1. Scrie functia exponentiala de forma f(x) = a - b* care sa modeleze consumul lunar.
2. Utilizeaza functia pentru a estima consumul dupa 6 luni.
3. Interpreteaza semnificatia valorilor obtinute si evalueazd eficienta masurilor de
economisire.
4. Comenteaza daca modelul ramane realist pe termen lung sau daca impune anumite
ajustari.
Raspuns
1. Determinarea parametrilor: Initial: f(0) = a - b® = a = 500 = a = 500. Pentru
x = 1, obtinem: 450 = 500-b = b = 0,9. Astfel f(x) = 500 - (0,9)*.
2. Estimare pentru 6 luni: £(6) = 500 - (0.9)® ~ 500 - 0.531 ~ 265.5 kWh.
3. Interpretare:
e Consumul se reduce cu aprocsimativ cu 47% in 6 luni, dovedind eficientd in
economie.
e Modelul arata ca aplicarea masurilor are impact semnificativ pe termen scurt.
4. Evaluare pe termen lung:
e Pe termen mai lung, reducerea exponentiald presupune valori irealiste (ex. sub
200 kWh lunar), deci modelul ar trebui ajustat dupa o anumita perioada, luand in
considerare limitarile practice sau un prag minim de consum al energiei.
Aceastd sarcind exemplificd MP.4 — Modelarea matematica: elevii identifica
variabilele, formuleazd un model functional, interpreteaza rezultatele in context si
comenteaza limitele modelului dat.
Sarcina implica si MP.5 — Utilizarea strategicd a instrumentelor adecvate:
folosirea graficelor sau a instrumentelor digitale pentru vizualizare si estimare.
Sarcinile de tipul PISA pun accentul pe aplicare si necesitd interpretare nu doar a
calculelor, ci si explicarea deciziilor. De asemenea sarcinile PISA sunt mai putin
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algoritmice, chiar daca implica formule, elevii trebuie sa aleagd si sa interpreteze unele
date. Pe de alta parte, insa, sarcinile TIMSS pun accentul pe programa scolara (verifica ce
s-a predat), implica mai multe calcule, raspunsul, de cele mai dese ori, fiind unic si usor de
veriicat.

Adaptarea standardelor internationale in educatia matematica la realitatile nationale
implica un proces complex de ajustare a cerintelor globale la specificul local, institutional
si la mediul pedagogic corespunzator. Atat in Republica Moldova, cat si in Romania, exista
o tendintd clard de aliniere partiald la standardele internationale, in special in ceea ce
priveste competentele vizate si metodele moderne de evaluare. In continuare vom descrie
unele aspecte ale acestor standarde la nivel local:

1. Alinierea curriculara si cadrul competential

Curriculumul de matematica din Republica Moldova si din Roménia a integrat,
incepand cu reformele din anii 2010, elemente esentiale din abordarile promovate de PISA
si TIMSS, in special in ceea ce priveste:

v Accentul pe competente, nu doar pe continuturi (ex. formularea de probleme,

modelare, argumentare) [8, p. 12];

v Structura progresivd a invdtarii cu obiective diferentiate pe niveluri de performanta

[9, p. 16];

v Evaluarea prin sarcini deschise si aplicatii in viata reala, inspirate din metodologia

PISA [4, p. 41].

Exemplu: In curriculumul pentru gimnaziu din Republica Moldova, la clasa a VIII-a, sunt
incluse sarcini de modelare matematica a unor probleme legate de consumul de energie sau
gestionarea bugetului — competente aliniate cu PISA, nivel 4 [8, p. 27].

2. Decalaj intre intentie si practica (constrangeri sistemice)

Desi standardele internationale oferd o directie valoroasa, aplicarea lor integrald este
adesea ingreunata de factorii sistemici, printre care:

v Supraincarcarea programei cu continuturi rigide in detrimentul timpului pentru

explorare, aplicare si reflectie [10, p. 59];

v Manuale centrate pe algoritmi si mai putin pe intelegerea conceptuala;

v Formari continue insuficiente pentru profesorii de matematica in domeniul

didacticii moderne si al evaludrii competentelor [11, p. 323];

v Resurse digitale si infrastructurd didactica insuficientd, in special in scolile rurale.
Acesti factori genereaza un decalaj intre obiectivele curriculare si implementarea acestora
in clasd, unde predomind in continuare evaluarea sumativa si transmiterea algoritmica a
rezolvarii problemelor.

3. Adaptari viabile si bune practici

In ambele sisteme educationale existd initiative promititoare de adaptare
contextualizatd a standardelor internationale:
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Utilizarea platformelor digitale precum GeoGebra, Desmos sau Khan Academy
pentru dezvoltarea gandirii vizuale, exploratorii si aplicative [12, p. 11];
Introducerea la olimpiadele scolare a problemelor de modelare si gandire critica,
inspirate din structura sarcinilor PISA;

Crearea unor teste de evaluare nationala (ex. Testarea Nationald 2024, Moldova) care
includ sarcini aplicative, bazate pe intelegerea fenomenelor cotidiene [13, p. 3].
Astfel de initiative nu presupun copierea modelului PISA sau CCSSM, ci adaptarea

creativa a acestora, in functie de nevoile si ritmul de dezvoltare al fiecarui sistem national.

Implementarea standardelor internationale in educatia matematica precum PISA,

TIMSS sau CCSSM ofera un cadru important pentru descentralizarea predarii, pentru

evaluarea competentelor curriculare si pentru dezvoltarea unei gandiri matematice cu
caracter aplicativ. Fiecare cadru international vine cu avantajele sale distincte: PISA

promoveaza modelarea si rezolvarea problemelor din viata reala, TIMSS se bazeaza pe

continutul predat efectiv si pe competente cognitive specifice, iar CCSSM ofera o structura

curriculard coerentd, orientatd spre profunzime si practici matematice CuU caracter
integrativ.
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Rezumat. Trisectiunea unghiului constituie una dintre cele mai cunoscute probleme clasice ale geometriei
euclidiene, cu origini in Grecia antica, legata de provocarea de a Tmpérti un unghi arbitrar in trei parti egale
folosind doar rigla negradata si compasul. Desi imposibilitatea acestei constructii In forma generala a fost
demonstrata riguros in secolul al XIX-lea, existd metode alternative, bazate pe instrumente si concepte
suplimentare, care permit realizarea acesteia. In acest articol sunt prezentate trei procedee notabile: metoda
lui Arhimede, metoda lui Diirer si metoda lui Finsler, evidentiind principiile lor geometrice si istorice.
Pentru realizarea constructiilor pas cu pas si pentru verificarea corectitudinii solutiilor propuse se utilizeaza
aplicatia GeoGebra.

Cuvinte cheie: trisectiune, rigla negradata, compas.

ALTERNATIVE METHODS OF ANGLE TRISECTION

Abstract. Angle trisection is one of the most well-known classical problems of Euclidean geometry, with
origins in ancient Greece, related to the challenge of dividing an arbitrary angle into three equal parts using
only an unmarked straightedge and compass. Although the impossibility of this construction in general
form was rigorously demonstrated in the 19th century, there are alternative methods, based on additional
tools and concepts, that allow its realization. This article presents three notable procedures: Archimedes'
method, Diirer's method, and Finsler's method, highlighting their geometric and historical principles. The
GeoGebra application is used to carry out the step-by-step constructions and to verify the correctness of the
proposed solutions.

Keywords: trisection, unmarked straightedge, compass.

Problema trisectiunii unghiului se enunta astfel: Fiind dat un unghi cu masura
oarecare a, sa se imparta cu rigla si compasul in trei parti egale.
Rationamentul poate fi structurat dupa cum urmeaza: construim cu rigla si compasul

o semidreaptd in interiorul unghiului dat care sa formeze cu laturile sale doua unghiuri cu
- . a .2a . - . . . - - 2a
masurile egale cu 5§15 apoi trasam bisectoarea unghiului cu masura egala cu 5
Pe cercul unitate, consideram punctele de coordonate (1,0) si (cosa,sina).

. - - .~ a . a
Intentiondm sa determindm punctul de coordonate (cos 5 sin ;).
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In formula cosa = 4cos3g— 3 cos g substituim cosg cu g si obtinem ecuatia de
gradul al treilea x> — 3x — 2 cosa = 0 (1).
. - - . . 1
Verificam daca ecuatia (1) are solutie pentru a = g, cosa = . Cu aceste date,

ecuatia devine x> — 3x — 1 = 0, care are toate ridicinile irationale, deci e imposibild
constructia lor cu rigla si compasul. Prin urmare, este imposibil sd construim unghiul cu
masura egald cu 20°, treimea unghiului cu masura egald cu 60° utilizand rigla si compasul.

Asadar, in general, unghiurile nu se pot Imparti in trei parti egale cu rigla si compasul.
Evident, existd cazuri particulare in care trisectiunea se poate realiza cu cele doua

instrumente. De exemplu, pentru @ = m,2cosa = —2, obtinem x = 2 Cosg = 1. Cum

1 € Q, deducem ca unghiul 7 poate fi trisectionat.

Existd o multime infinitd de valori ale lui a pentru care ecuatia trisectiunii admite
raddcind rationald, adica constructibild cu rigla si compasul si, de asemenea, o multime
infinitd de valori pentru care ecuatia trisectiunii nu admite radacind rationald, deci

imposibil de construit cu rigla si compasul.

A . . mm . . .
Astfel, in cazul unghiurilor P unde m si n sunt numere naturale, trisectiunea este

e . . .. om2™ .
efectuabila cu rigla si compasul. lar unghiurile T unde m si n sunt numere naturale, nu

pot fi trisectionate cu rigla si compasul.

in anul 1837, Pierre-Laurent Wantzel a demonstrat cu rigoare matematica
imposibilitatea efectuarii trisectiunii arbitrare a unui unghi utilizand exclusiv rigla si
compasul. Inci din momentul formularii acestei probleme clasice si pana la demonstrarea
caracterului ei insolubil prin mijloace elementare, numerosi matematicieni au incercat sa
gaseasca solutii. Astfel, au fost propuse diverse metode de aproximare, caracterizate printr-
un grad ridicat de precizie, dar care apelau la instrumente auxiliare, precum rigla etalon
(Arhimede), conoida (Nicomede), cuadratricea (Hippias din Elis), hiperbola (Janos Bolyai)
sau parabola (René Descartes). In cele ce urmeaza, vom analiza trei metode de constructie
aproximativa a trisectiunii unghiului, datorate lui Arhimede, pictorului german Albrecht

Diirer si matematicianului elvetian Paul Finsler.

Metoda lui Arhimede

In incercarea de a obtine o solutie aproximativd cit mai precisi a problemei,
Arhimede a recurs la utilizarea riglei etalon, pe care a delimitat doud puncte de referinta..
Fie acestea X si Y.

Consideram un unghi cu centrul intr-un punct O din plan cu masura a este pe care
dorim sa-1 impartim in trei parti egale. Trasam cercul cu centrul in punctul O si raza egala
cu lungimea segmentului XY. Notam cu 4 si B punctele in care cercul intersecteaza laturile
unghiului.
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Construim punctul C, simetricul punctului B fata de O.
Cu rigla etalon trasam segmentul de dreapta cu o extremitate in punctul A, care trece

printr-un punct N al cercului si are cealalta extremitate in punctul M care apartine dreptei
BC.

SAOB = a; 9AMB = “= = 222228 Cum MN = NO, rezulta ca triunghiul

NMO este isoscel, deci <NOC = <NMC. Prin urmare, <AMB = =2

, de unde obtinem

IAMB = g In figura de mai jos am aplicat metoda lui Arhimede pentru @ = <A0B = 60°
si am obtinut «AMB = 19,11°.

Figura 1. Trisectiunea unghiului prin metoda lui Arhimede

Metoda lui Diirer
Albrecht Diirer a fost un pictor german care a publicat in anul 1525 lucrarea
Unterweisung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit in Linien, Ebenen und ganzen
Korpern, in care ofera o aproximare foarte bund a problemei referitoare la trisectiunea
unghiului. Vom prezenta in continuare etapele constructiei propuse de Albrecht Diirer.
Fie arcul AD corespunzator unghiului la centru <A0D pe care dorim sa-1 impartim in
trei unghiuri congruente.

- Impartim coarda AD in trei segmente congruente: [AM] = [MN] = [ND].Din M si
N ridicam perpendicularele pe dreapta AD si notam cu P, respectiv Q punctele in care
aceste intersecteaza arcul AD.

- Construim cercurile ¢,(4,AP) si C,(D,DQ) care vor intersecta coarda AD in
punctele S si T. Construim punctele R si U pe segmentele MS si NT astfel incat RS =

%MS siTU = %NT. Construim cercurile C5(A, AR) si C,(D, DU) care intersecteaza

arcul AD in punctele B si C.
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Se considera ca punctele B si C impart arcul AD 1n trei arce AB,BC, CD ,,aproape*
congruente, deci si unghiurile XAOB, <BOC si <COD sunt ,,aproape‘ congruente.

In figura de mai jos am aplicat metoda descrisd mai sus pentru unghiul AOD cu
misura de 120°, utilizAnd softul GeoGebra si am obtinut <A0B = 39,99°, «BOC =
40,05° si <COD = 39,96°, valori foarte apropiate de 40°, treimea misurii unghiului AOB.

Figura 2. Trisectiunea unghiului prin metoda lui Diirer

Metoda lui Finsler

O metoda de constructie de o precizie remarcabild pentru aproximarea trisectiunii
unui unghi a fost propusa de matematicianul german Paul Finsler (1894-1970), cunoscut
pentru contributiile sale semnificative in geometria diferentiala, teoria probabilitatilor si
teoria numerelor.

Vom exemplifica metoda introdusa de Finsler utilizand aplicatia Geogebra pentru un
unghi AOB cu misura egali cu 120°. Etapele constructiei sunt urmitoarele:
- trasam bisectoarea OM a unghiului AOB, apoi bisectoarea ON a unghiului BOM;
- consideram un punct arbitrar E' pe latura OB a unghiului BON;

. OE. . .. . . <
- construim cercul C (O’T) si notdm cu C punctul in care intersecteaza segmentul OF;

. 180E, . .. . . <
- construim cercul C(E ,T) st notdm cu D punctul in care intersecteaza segmentul OF;

- construim cercul C(D, DE) si notam cu F punctul in care intersecteaza semidreapta ON;
- trasam semidreapta CF.
Am obtinut unghiul ECF cu misura egald cu 39,98°, care este 0 aproximare foarte

buni a unghiului de 40°, o treime din misura unghiului AOB.
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Figura 3. Trisectiunea unghiului prin metoda lui Finsler
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Rezumat. Digitalizarea educatiei impune adaptarea continud a strategiilor didactice si valorificarea

resurselor tehnologice moderne in procesul de predare-invatare-evaluare. Articolul de fatd analizeaza

~ 9

potentialul extensiei ,, Educatie interactiva”’ ca instrument de sprijin in proiectarea si implementarea figelor
interactive, cu aplicabilitate directa in activitatea didactica. Sunt prezentate principalele functionalitéti ale
platformei, modalitatea de creare a fiselor, precum si avantajele utilizarii acestora in contexte educationale.
Cuvinte cheie: educatie interactivd, fise interactive, proiectare didacticd digitala, activitati didactice
interactive, resurse educationale digitale.

VALIDATING THE EXTENSION OF INTERACTIVE EDUCATION
IN TEACHING DESIGN THROUGH THE IMPLEMENTATION
OF INTERACTIVE WORKSHEETS

Abstract. The digitalization of education requires the continuous adaptation of teaching strategies and the
effective use of modem technological resources in the teaching-learmning process. This article analyzes the
potential of the "Interactive Education" extension as a support tool in the design and implementation of
interactive worksheets, with direct applicability in teaching activities. The main functionalities of the
platform are presented, along with the process of creating worksheets and the advantages of using them in
educational contexts.

Keywords: Interactive Education, Interactive Worksheets, Digital Instructional Design, Interactive
Teaching Activities, Digital Educational Resources.

Introducere

Transformarile profunde generate de digitalizarea educatiei determina o
reconfigurare a modului in care sunt proiectate si desfasurate activitatile didactice. In acest
context, cadrele didactice sunt tot mai des provocate sa adopte instrumente digitale menite
sa sprijine o invatare activa, personalizata si centratd pe elev. Un astfel de instrument este
extensia digitald Educatie interactiva, care faciliteazd crearea si organizarea fiselor
interactive, sustinand in mod direct demersul de proiectare didactica.

Fisele interactive ofera nu doar suport pentru livrarea continutului, ci si functionalitati
de evaluare formativa si sumativa, intr-un format vizual si interactiv. Interfata intuitiva si
diversitatea tipurilor de sarcini disponibile sustin o abordare pedagogicd moderna, axata pe
dezvoltarea competentelor digitale.
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Articolul de fata isi propune sd investigheze potentialul extensiei Educatie interactiva
ca resursa digitald integrabild 1n proiectarea didacticad. Sunt analizate componentele
interfetei, etapele de creare a fiselor interactive, precum si beneficiile utilizarii acestora in
procesul de predare-invatare-evaluare. Lucrarea ofera, totodata, un cadru aplicativ pentru

utilizarea extensiei in contextul actual al educatiei digitalizate.

Prezentarea generala a platformei Educatie Online

Platforma educationala Educatie Online oferd o biblioteca digitala complexa, care
contine lectii video organizate pe discipline si clase, in concordantd cu curriculumul
national pentru invatamantul primar, gimnazial si liceal. De asemenea, platforma pune la
dispozitie manualele scolare, aliniate cerintele curriculare, in format PDF, facilitand
accesul elevilor si cadrelor didactice la resurse educationale.

Elevii au posibilitatea de a accesa lectiile video de la distanta, direct de pe platforma

www.educatieonline.md, fara a fi necesara autentificarea sau crearea unui cont. Aceasta

accesibilitate sporita faciliteaza invatarea autonoma, elimina barierele tehnice si oferd un
suport educational flexibil, adaptat nevoilor individuale ale fiecarui elev.

Platforma Educatie Online a fost completatd cu o noua extensie si anume Educatie
Interactiva pentru profesori, elevi si parinti. Cu ajutorul extensiei date, fiecare cadru
didactic are posibilitatea de a transforma procesul educational intr-o experientd care
dezvolta gandirea critica, intr-un mod interactiv si creativ, focalizatd pe nevoile individuale
ale fiecarui elev. Astfel, fiecare elev poate sa-si testeze cunostintele, sd exerseze in propriul
ritm si sa insuseascd materialul predat intr-un mod interactiv si distractiv. Profesorii care
acceseaza biblioteca digitald au la dispozitie zece tipuri de exercitii interactive, utile pentru

evocare, realizarea sensului, reflectie si extensie [1].

Descrierea elementelor functionale ale interfetei Educatie interactiva
Pagina principala a extensiei Educatie interactiva contine optiunile: Manuale
digitale, Fise interactive, Cauta Activitate $i Logare.
| VAR e — contine manuale sau module completate cu activitdti digitale
conform curriculumului national la diverse discipline;

i= Fise Interactive . . . c e .
— include la moment fise interactive la trei discipline scolare:

Matematica, Fizica si Limba englezd, care acoperd continuturile de baza din curriculumul

national;

‘ Q CAUTA ACTIVITATE ‘

'— functia de cautare oferd atat elevilor cat si profesorilor posibilitatea de

a localiza rapid exercitiile interactive stocate in Biblioteca digitald. Acestia pot utiliza ca
cuvinte cheie: denumirea disciplinei, clasa sau tema specificd pentru a cduta mai usor

continutul solicitat.
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@ Login . oy e o . A . . .
— ofera posibilitatea utilizatorilor deja inregistrati de a se autentifica

in aplicatie, asigurand astfel accesul la functionalitdtile personalizate si la continutul

specific fiecarui profil. Dupa autentificarea in aplicatie, utilizatorului 1 se oferd acces la un
panou de control personalizat, care include mai multe optiuni functionale esentiale pentru
utilizarea eficienta a sistemului. Acestea sunt:

i= Cabinet personal

- cabinetul personal oferd cadrelor didactice un spatiu dedicat

desfasurarii activitatilor de evaluare, atat in scop formativ, cat si sumativ.

Creeaz3 activititi ] ) ] ) .
— sectiunea data ofera cadrelor didactice un set extins de instrumente

invatare-evaluare. Multe dintre aceste activitdti sunt similare cu cele disponibile pe
platforma LearningApps (Quiz cu alegere multipla, Adevarat/Fals, Potriveste perechi, Text
lacunar etc), Tnsa sistemul integreaza si activitati originale, dezvoltate exclusiv pentru
mediul educational local si adaptate nevoilor specifice ale utilizatorilor (Live Test, Fise
interactive, Carte interactiva, Jeopardy, Roata norocului, Sondaj Live, Edupolly, Manual
digital, Test sumativ).

88 Activititi create

utilizator si organizate automat in functie de tipul acestora. Fiecare activitate este afisata

— 1n sectiune datd se regdsesc toate activittile create anterior de catre

impreuna cu trei optiuni functionale:
— Link — permite accesul direct cdtre activitate pentru exersare sau distribuire catre
elevi;
—  Editare — ofera posibilitatea modificdrii continutului activitatii;

—  Stergere — permite eliminarea definitiva a activitatii din contul utilizatorului.

urma desfasurdrii activitatilor de evaluare. Aceasta componentd ofera cadrelor didactice

— sectiunea data are rolul de a centraliza si vizualiza datele rezultate in

acces in timp real la informatii relevante privind performanta elevilor, pe parcursul sau la
finalul evaluarii. La finalul procesului de evaluare, profesorul poate exporta rezultatele in
format Excel sau PDF, ceea ce faciliteaza arhivarea, raportarea si utilizarea ulterioara a
datelor pentru analiza performantei sau feedback formativ.

— aceasta sectiune include materiale video explicative menite sa sprijine

utilizatorii in procesul de creare si gestionare a activitatilor digitale.

@ Josu Natalia ~

— meniul utilizatorului include optiunile:
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— Planificator — functionalitatea data ofera cadrelor didactice posibilitatea de a dezvolta
si gestiona proiecte didactice de lunga si scurta durata;

— Suport Tehnic — oferd acces rapid la asistentd tehnica, pentru rezolvarea eventualelor
probleme sau intrebari legate de utilizarea platformei;

— Logout — permite utilizatorului sa se deconecteze de la platforma, inchiderea sesiunii

curente.

Elaborarea proiectului didactic sub forma de fisa interactiva

Pornind de la optiunile generale prezentate anterior, urmeazd sd fie detaliatd
functionalitatea de creare a fiselor interactive, care faciliteazd realizarea unui proiect
didactic coerent si bine structurat, integrand activitati educationale interactive, ce sprijina
o predare mai eficienta si personalizata.

Accesarea optiunii de creare a fiselor interactive se realizeaza din sectiunea Creeaza
activitati, unde aceasta este disponibild alaturi de celelalte tipuri de activitdti educationale
oferite de platforma. Selectarea acesteia deschide o interfatd intuitiva si prietenoasa,
conceputd pentru a ghida utilizatorul in procesul de construire a fisei.

In partea stanga a interfetei sunt afisate componentele esentiale de editare, sub forma
unor blocuri functionale ce permit inserarea de continut variat, precum text, imagini, fisiere
video sau elemente audio. Aceste blocuri sunt organizate astfel incat utilizatorul sd poata
construi fise interactive personalizate, avand acces la o gama largd de optiuni pentru
integrarea materialelor educationale. Mai jos sunt enumerate blocurile disponibile, fiecare
avand rolul sd contribuie la diversificarea si interactivitatea activitatilor didactice.

Banner - aceasta functionalitate oferd posibilitatea inserdrii unui banner, care poate
contine imagini sau texte informative, contribuind astfel la crearea unui mediu interactiv si
atractiv pentru utilizator. Utilizarea bannerelor ajutd la evidentierea unor informatii
importante si Tmbogateste experienta vizuald a activitdtii didactice, fiind o optiune utila
pentru structuri educationale dinamice. De exemplu, bannerul poate reprezenta o imagine
relevanta ce ilustreaza sau defineste vizual numele modulului, contribuind la identificarea
rapida a tematicii si la crearea unei structuri vizuale coerente pentru utilizatori.

Video — aceasta functionalitate permite inserarea unui link catre un videoclip de pe
platforma YouTube, oferind utilizatorilor posibilitatea de a addauga continut video
educational. In plus, este disponibila o sectiune de text in care poate fi introdusi o descriere
a continutului video, contribuind astfel la clarificarea scopului si contextului materialului
video integrat.

Imagine, Imagine-Text, Text-Imagine, 1 Bloc, 2 Blocuri, 3 Blocuri si 4 Blocuri —
butoanele enumerate anterior permit utilizatorilor sa insereze imagini, fiecare cu o sectiune
text aditionald pentru descrierea acestora. Aceste functionalitdti sprijind integrarea unor
imagini variate, inclusiv SmartArt, harti conceptuale, grafice, diagrame de flux, ilustratii
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educationale, infografice si alte reprezentdri vizuale relevante pentru continutul
educational.

Text — functionalitatea respectivda permite inserarea de texte libere, oferind
utilizatorilor posibilitatea de a adauga informatii sau explicatii suplimentare 1n cadrul fisei
interactive.

Activitate interactivi — functionalitatea respectivd permite inserarea directd a
materialelor educationale create in cadrul platformei Educatie interactiva intr-o fisa
interactiva. Fereastra butonului solicita utilizatorului sa furnizeze o descriere a tipului de
activitate, selectate dintr-o lista derulanta si sa introduca linkul catre activitatea respectiva,
facilitand integrarea acesteia in fisa curenta.

In plus, fiecare activitate interactivd dispune de o sectiune text aditionala, care
permite adaugarea unei descrieri a activitdtii, oferind context suplimentar si clarificand
instructiunile pentru elevi. In fisa, activitatea este plasati sub imaginea reprezentativa, care
ilustreaza tipul activitatii, contribuind astfel la o mai buna identificare vizuala si la o
structurare clara a continutului.

Button — permite inserarea unui link extern, care poate reprezenta o activitate creatd
cu platforme educationale precum LearningApps, Quizzis, Quizlet etc. Aceasta
sprijinind diversificarea resurselor educationale si imbogatirea experientei didactice.

Adaugarea blocurilor se realizeaza printr-o metoda intuitivd, specifica interfetelor
moderne, care permite tragerea elementelor din bara laterala si plasarea acestora in zona
de editare.

Modelul de editare al fisei interactive propus initial de platforma integreaza
urmatoarele elemente esentiale, care sustin procesul de elaborare a continutului educational
digital:

—  Titlul paginii — permite introducerea unui titlu clar si sugestiv, care reflectd tema sau
scopul activitdtii, facilitind recunoasterea rapida a fisei de catre utilizator;

— Zona de constructie a fisei — constituie spatiul principal de lucru, unde pot fi inserate
si organizate blocuri functionale (texte, imagini, materiale audio-video etc.) in

—  Previzualizarea — permite verificarea aspectului final al fisei Tnainte de publicare;

— Salvarea — asigura stocarea continutului si generarea unui link unic pentru distribuirea
activitatii.

Pentru a ilustra aplicabilitatea optiunii Fise interactive in proiectarea demersului
didactic, poate fi consultat un model de proiect didactic disponibil la adresa:
https://educatieinteractiva.md/fisa-interactiva/13011 [2, 3].
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Concluzii

Utilizarea optiunii Fise interactive permite utilizatorilor sd dezvolte proiecte
didactice digitale personalizate, care integreaza o gama largd de activitati educationale
adaptabile, menite sa sustind invdtarea activd si colaborativd. Aceasta functionalitate
permite crearea unor resurse educationale interactive si flexibile, care pot fi ajustate n
functie de nevoile si ritmul de invatare al fiecarui elev. Astfel, acest instrument didactic
devine esential intr-un context educational digitalizat, contribuind la promovarea unei
optiune faciliteaza o abordare pedagogica centratd pe elev, favorizand atat dezvoltarea

competentelor digitale ale acestora, cat si intelegerea mai profundd a materialului didactic.

Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,,Metodologia implementarii TIC in
procesul de studiere a stiintelor reale din perspectiva conceptului STEAM si Inteligentei Artificiale”, codul
040101, din cadrul Programului institutional de cercetare (2024-2027), aprobat prin Ordin MEC nr. 102
din 01.02.2024

Bibliografie
1. https://educatieonline.md/About. Data accesarii: 10 august 2025.

2. Curriculum national la disciplina Informatica, Clasele VII-IX, Chisindu 2019. Data
accesarii: 10 august 2025. Disponibil la: https://short-link.me/1brBt.

3. GREMALSCHI, A., GREMALSCHI, L. Informatica: Manual pentru clasa a §-a.
Stiinta, 2019. 116 p. ISBN 978-9975-85-155-8.

© Josu Natalia, 2025 183



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

UDC: 004.4'282:378.147
ANALIZA COMPARATIVA A REZULTATELOR STUDIULUI
LIMBAJELOR DE PROGRAMARE DE CATRE VIITORII INFORMATICIENI
Maria PAVEL, doctor, conferentiar universitar
https://orcid.org/0000-0003-4803-6398
e-mail: pavel.maria@upsc.md

Catedra Informatica si Tehnologii Informationale

Universitatea Pedagogica de Stat ,,Jon Creangd” din Chisindu
Dorin PAVEL, doctor, conferentiar universitar
https://orcid.org/0000-0002-9600-1360
e-mail: dorin.pavel @usm.md
Departamentul Informatica, Universitatea de Stat din Moldova

Rezumat. Este cunoscutd predilectia tinerilor informaticieni pentru limbaje de programare de nivel inalt
modeme, minimaliste, precum Python, care permit scrierea rapida si facild a codului. in lucrare, sunt
analizate rezultatele studiului acestui limbaj de catre studentii specialitatilor informatice, comparativ cu
rezultatele obtinute la studiul limbajului clasic de programare C, sunt identificate diferentele dintre mediile
acestor rezultate si este identificata semnificatia statistica a diferentei de medii.

Cuvinte cheie: invatamant superior, plan de invatimant, program de studii Informatica, limbaj de
programare C, limbaj de programare Python, analiza statistica.

COMPARATIVE ANALYSIS OF THE RESULTS OF THE STUDY

OF PROGRAMMING LANGUAGES BY FUTURE COMPUTER SCIENTISTS

Abstract. It is known that young computer scientists prefer modern, minimalist high-level programming
languages, such as Python, which allow for fast and easy code writing. In the paper, the results of studying
this language by computer science students are analyzed, compared to the results obtained when studying
the classic C programming language, the differences between the means of these results are identified, and
the statistical significance of the difference in means is identified.

Keywords: higher education, curriculum, Computer Science study program, C programming language,
Python programming language, statistical analysis.

Introducere

In virtutea autonomiei universitare academice, institutiile de invitimant superior
initiaza programe de studii noi, elaboreaza sau innoiesc periodic planurile de invatamant si
curriculum-urile pentru cursurile incluse in aceste acte, in scopul perfectionarii si alinierii
la standardele de calificare si asigurarii unei bune incadrari a tinerilor specialisti n campul
muncii. Din acest punct de vedere, planul de invatamant pentru specialitatea 0613.4
Informatica, din cadrul facultatii de Fizica, Matematica si Tehnologii Informationale
(FMTI) a UPSC a fost actualizat atat in 2024, cat si in 2025, conform cerintelor noului
Plan-cadru pentru studii superioare de licenta, master si integrate, aprobat recent de MEC.
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Programul de studii /nformatica, mentionat, include discipline universitare ce tin de
formarea competentelor de programare, gestionare a bazelor de date si a retelelor de
calculatoare, elaborare de software si produse-program. Astfel, este evident, ca studiul
limbajelor de programare, prin intermediul cdrora se formeaza si dezvoltd competente
esentiale pentru viitorii informaticieni, este o prioritate a planului de Invatamant aferent.
Majoritatea universitatilor din tara care detin acest program de studii, 0613.4 Informatica,
ofera cursuri de fundamentele programarii care au la baza studiul limbajului C, programare
web, programare orientata pe obiecte, tehnici de programare etc.

Incepand cu versiunile planurilor de invatimant din 2024, 2025, deja au fost incluse
st cursuri de studiu a limbajului de programare Python, acesta fiind in topul clasamentelor
din ultimii ani, ce se refera atat la solicitarile angajatorilor [1], cat si la tendintele moderne
ale programatorilor dar si la popularitate [2]. Limbajul Python este foarte apreciat de catre
angajatori pentru utilitatea acestuia in dezvoltarea de aplicatii web, in special pe partea de
inteligentei artificiale. Pe de alta parte, masurarile TIOBE (,,The Importance Of Being
Earnest”, companie IT olandeza, specializatd in evaluarea si urmarirea calitdtii software-
ului) [3], au permis includerea limbajului Python in topul clasamentului si datorita calitatii
codului software elaborat prin intermediul acestuia. Si nu in ultimul rand, acest limbaj este
preferatul tinerilor specialisti datorita facilitatii de invatare, scriere a codului, dinamicitatii
dar, mai ales, si datorita salariilor mari pe care le ofera angajatorii programatorilor de
Python, in unele astfel de clasamente acesta ocupand de asemenea primul loc [4, 5].

In raport cu cele expuse mai sus, planul de invatimant pentru specialitatea 0613.4
Informatica, din cadrul facultatii FMTI a UPSC, versiunile actualizate din 2024 si 2025,
include in semestrul II al anului I disciplina Initierea in limbajul de programare Python,
pentru studiul careia se aloca 120 ore total, 4 ECTS. Competentele dezvoltate in cadrul
acestui curs sunt necesare pentru studiul altor discipline obligatorii sau optionale incluse
in program, precum Inteligenta artificiala, Robotica, Data Science, Deep Learning,
Introducere in Big DATA, Retele neuronale / Retele Petri si aplicatii.

Pe altd parte, planul de Invatamant pentru specialitatea 0613.4 [Informatica
intotdeauna a inclus cursul fundamental de programare studiat in anul I, care initial se baza
pe limbajul de programare Pascal, iar ulterior a fost inlocuit cu C/C++. Desi Pascal este un
limbaj de programare elaborat cu scopul de a studia programarea structurata, fiind apreciat
pentru claritatea si securitatea codului si utilizat de-a lungul timpului mai mult in scop
educativ, totusi in ultimii ani studentii dau preferintd limbajelor C/C++, probabil din cauza
implementarii minime in domeniul dezvoltarii de software, dar si datorita solicitarilor
angajatorilor din domeniul IT. In acest context si MEC lasi la discretia cadrelor didactice
alegerea limbajului Pascal sau C/C++ pentru disciplina scolard Informatica, din care

considerente, incepand cu 2022, cursul de Fundamentele programarii, din semestrul I, la
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programul de studii mentionat, din cadrul FMTI, a fost actualizat in baza limbajului de
programare C/C++.

Astfel studentii programului de studii /nformatica, studiaza, conform planului de
invatdmant actualizat din 2024, la anul I atit limbajul de programare C, cat si Python.
Acestea reprezinta limbaje de niveluri diferite, paradigme diferite si tipuri diferite de
translare a codului. Studiile [6, 7] arata ca Python se afla pe primul loc printre preferintele
studentilor, ceea ce confirma si predilectia studentilor programului de studiu mentionat in
raport cu limbajul de programare preferat, fapt atestat observational. In acest context, s-a
propus analiza rezultatelor studentilor la cele doua discipline de programare, studiate
paralel, astfel incat sd se identifice dacd preferintele studentilor influenteaza asupra

scorurilor obtinute la curs.

Metode si materiale

Studiul informativ, desfasurat pe parcursul semestrului I, anul I (2024-2025), la
specialitatea /nformatica, fara a avea pretentia unui experiment pedagogic complex, a
inclus analiza statistica a mediilor obtinute la evaludrile semestriale si finale la disciplinele
Fundamentele Programarii (Limbajul C) (FP) si Initierea in limbajul de programare
Python (Python).

Pentru a identifica metoda statistica de comparatie a mediilor, initial a fost testata
normalitatea distributiei seriilor de date prin intermediul testului Shapiro-Wilk. Ulterior au
fost implementate testele t si Wilcoxon pentru compararea mediilor a doud esantioane
perechi, avand in vedere cd acelasi esantion de studenti a fost testat in doud situatii
experimentale diferite (FP, Python). Instrumentul software utilizat este Jamovi [8].

Rezultate obtinute
Statistica descriptiva a seriilor de date pentru cele doud discipline informatice de
programare incluse in studiu este reprezentatd in tabelele 1 si 2 in care sunt incluse
tendintele centrale ale grupului. Totodata a fost testata si normalitatea fiecarei distributii a
variabilelor cercetate: nota pe semestru, nota la examen si nota finala pentru FP si Python.
Tabelul 1. Statistica rezultatelor la disciplina FP

FP semestru FP examen FP final
N 9 9 9
Mean 8.39 7.11 7.88
Median 8.50 8 7.70
Standard deviation 1.39 1.90 1.50
Minimum 6.00 5 5.60
Maximum 10.0 10 9.70
Shapiro-Wilk W 0.948 0.874 0.938
Shapiro-Wilk p 0.665 0.136 0.557
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Tabelul 2. Statistica rezultatelor la disciplina Python

Python semestru | Python examen Python final
N 9 9 9
Mean 8.33 7.44 7.98
Median 8.00 8 8.00
Standard deviation 1.30 1.81 1.41
Minimum 6.00 5 5.60
Maximum 10.0 10 10.0
Shapiro-Wilk W 0.938 0.927 0.964
Shapiro-Wilk p 0.557 0.452 0.842

Dupa cum se atesta, doar variabila ,,FP examen” nu urmeaza o distributie normala, in
rest toate celelalte variabile sunt normal distribuite. Aceastd constatare ne permite sa
utilizdm testul t pentru esantioane perechi in scopul compararii mediilor rezultatelor la
fiecare moment experimental pentru ambele discipline, deoarece variabilele testate sunt
cantitative, iar esantionul este acelasi. Dar, deoarece esantionul este destul de mic, a fost
realizat si testul Wilcoxon, care este recomandabil in aceasta situatie, astfel rezultatele fiind
confirmate repetat.

Intre mediile pe semestru si cele pentru examen sunt diferente, iar testele t si
Wilcoxon ne demonstreaza ca diferenta este semnificativa, in cazul disciplinei FP (tabelul
3, 1(8)=3.12, cu p=0.014<0.05 si W=42.0 cu p=0.024<0.05), si cu tendinta spre
semnificatie in cazul Cursului de Python (tabelul 4, t(8)=2.23, cu p=0.056<0.1 si W=25.0
cu p=0.074<0.1). Diferentele sunt in favoarea notei semestriale la fiecare disciplina, acest
lucru fiind argumentat prin faptul ca in timpul orelor de curs si laborator studentii lucreaza
in echipa, colaboreaza, au acces la suportul resurselor curriculare si la asistenti virtuali.
Aceastd constatare atestd acelasi comportament de studiu al studentilor atat in cazul
cursului preferat de Python, cat si in cazul limbajului clasic de programare C.

Tabelul 3. Paired Samples T-Test, semestru - examen pentru FP

Statistic df p
Fp Fp Student's t 3.12 8.00 0.014
semestru | examen | Wilcoxon W 42.0 0.024
Note. H. L Measure 1 - Measure 2 0

Tabelul 4. Paired Samples T-Test, semestru - examen pentru Python

Statistic df p
Python | Python Student's t 2.23 8.00 0.056
semestru | examen | Wilcoxon W 25.0 0.074
Note. Ha LL Measure 1 - Measure 2 7 0

Daca e sa comparam mediile notelor la examen pentru FP si pentru Python, dar si
mediile notelor finale, in acelasi context, atunci vom obtine rezultatele incluse in tabelele
5s16.
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Tabelul 5. Paired Samples T-Test, FP - Python pentru examen

Statistic df p Mean difference
FP Python Student's t -1.15 8.00 0.282 -0.333
examen examen Wilcoxon W 2.00° 0.345 -1.000

Note. Ha [ Measure 1 - Measure 2 # 0
a 5 pair(s) of values were tied

Tabelul 6. Paired Samples T-Test, FP - Python pentru nota finala

Statistic df p Mean difference
FP Python Student's t -0.728 8.00 0.488 -0.100
final final Wilcoxon W 8.00° 0.352 -0.200

Note. Ha [ Measure 1 - Measure 2 # 0
2 2 pair(s) of values were tied

Atat in cazul cursului FP de studiere a limbajului C (tabelul 5, t(8)=1.15, cu
p=0.282>0.05 si W=2.0 cu p=0.345>0.05), cat si in cazul cursului de studiere a limbajului
Python (tabelul 6, t(8)=0.728, cu p=0.488>0.05 si W=8.0 cu p=0.352>0.05) nu se atesta
diferente semnificative, chiar daca diferenta infima dintre medii de 0.3 (examen) si 0.1
(final) este in favoarea variabilei ,,Python”. Mai mult ca atat, in cazul rezultatelor la
examene, sunt 5 perechi de note care coincid, iar in cazul notelor finale sunt 2 perechi de
note ce coincid (figurile 1 si 2).

10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

e———gX, FP ==—ex. Python e=fin. FP ===fin. Python
Figura 1. Distributia notelor la Figura 2. Distributia notelor finale
examenul de curs pentru FP si Python de curs pentru FP si Python

Mentionam ca disciplinele incluse in studiu au fost predate de acelasi cadru didactic,
atat la orele de curs, cat si cele de laborator, fapt pentru care nu este exclusa influenta unor
aprecieri la un curs, asupra celuilalt curs, desi fiecare rezultat in parte a fost apreciat cét se
poate de obiectiv, conform baremului de notare.

Concluzii

Din cele expuse, se constata cd predilectia studentilor pentru un limbaj de programare
sau altul nu influenteaza semnificativ rezultatele obtinute in studiul acestuia, ci mai
degraba depinde de multi alti factori semnificativi, precum gandirea algoritmica,

competente de muncd individuald, exercitiul continuu etc.
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In pofida studiilor care demonstreaza popularitatea si solicitarea pe piata muncii,

preferinta studentilor pentru limbajul de programare Python, totusi rezultatele obtinute de
studentii specialitatii Informatica din cadrul FMTI a UPSC nu difera semnificativ.

Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementarii TIC in

procesul de studiere a stiintelor reale din perspectiva conceptului STEAM si Inteligentei Artificiale”, codul
040101, din cadrul Programului institutional de cercetare (2024-2027), aprobat prin Ordin MEC nr. 102
din 01.02.2024.
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Rezumat. Modernizarea abordarilor de predare a fizicii ar trebui si fie asiguratd prin introducerea
tehnologiilor si dispozitivelor digitale noi in procesul educational. Articolul examineaza utilizarea
tehnologiei moderne pentru studierea unitatii de continut referitor la caderea libera a corpului in aer fara
neglijarea fortei de rezistenta.

Cuvinte cheie: forta de rezistentd, cadere libera, senzor digital, realitate virtuala.

FREE FALL OF THE BODY IN THE PRESENCE OF RESISTANCE FORCE

Abstract. Modernization of approaches to teaching physics should be ensured by introducing new digital
technologies and devices into the educational process. The article examines the use of modern technology
for studying the content unit on the free fall of a body in the air without neglecting the resistance force.
Keywords: resistance force, free fall, digital sensor, virtual reality.

Introducere

Disciplinele naturale, inclusiv Fizica au o contributie semnificativd la formarea
sistemului de cunostinte referitor la realitatea din jurul nostru, tot odatd asigurand ca
elevii/studentii isi pot dezvolta o imagine fizica reala a lumii, o viziune stiintificd completa
asupra fenomenelor din natura, la dezvoltarea abilitatilor practice - creative si la pregatirea
pentru viatd in conditii moderne.

Majoritatea fenomenelor din cursul scolar de fizica, treapta liceald, sunt studiate in
baza unor modele acceptate, cu ajutorul carora se deduc legitatile naturale, care guverneaza
aceste fenomene. In cadrul studiului o parte din factori sunt neglijati, pentru a usura
modelul matematic si conceperea fenomenului studiat. Insi in unele cazuri factorii
neglijati au o influentd majord asupra fenomenului studiat. Drept exemplu poate servi
miscarea corpului in aer. In modelele propuse sunt neglijate: forma si dimensiunile
corpului, forta de rezistentd a aerului s.a. in lucrarea data ne propunem sa analizam

miscarea unui corp sub un unghi fata de orizont in prezenta fortei de rezistenta a aerului.
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Caderea libera a corpului in prezenta fortelor de rezistenta

In realitate pe Pamant toate miscarile corpurilor au loc in aer sau lichide. in manualele
scolare forta de rezistentd a mediului se neglijeaza. Chiar si la specialitatile de profil, tema
referitor frecarea vascoasa se trateaza superficial si doar se subliniaza ca la viteze mici ale
corpului forta de rezistenta este proportionald vitezei corpului, iar la viteze mari forta de
rezistentd este proportionald vitezei la patrat. Tot odata nu se discutd, care viteze trebuie
considerate mici si care viteze trebuie considerate mari, cum trebuie determinat
coeficientul de proportionalitate, pentru a fi luate in consideratie. In primul rand in
majoritatea cazurilor forta de rezistentd a aerului este mult mai micad in comparatie cu alte
forte care actioneaza in sistemul analizat si in majoritatea cazurilor forta de rezistenta a
aerului se neglijeazi. In al doilea rand calcule referitor la determinarea miscarilor in
prezenta fortelor de vascozitate sunt mai complexe si pot fi realizate numai pentru anumite
tipuri de probleme. Se poate trage concluzia, ca problemele legate cu masurarea fortei de
rezistenta a mediului, care pot fi teme de cercetare nu pot fi rezolvate cu metode analitice
simple a matematicii superioare. Tot odata mentionam ca multe astfel de probleme pot fi
rezolvate experimental.

In lucrarea datd vom analiza ciderea verticald a corpurilor si miscarea corpurilor
aruncate sub un unghi fata de orizont in prezenta fortelor de rezistenta

Relatiile matematice si traiectoriile obtinute in manualul de fizicd pentru clasa a X-a
[1] descriu cazuri idealizate de miscare a corpurilor sub actiunea gravitationald a
Pamantului, deoarece se neglijeaza forta de rezistenta a aerului, care depinde la randul sau
de viteza de lansare si de forma si dimensiunile corpului care zboara. La o viteza initiala
suficient de mare, rezistenta aerului poate schimba semnificativ natura miscarii.

In anul 1970 la olimpiada unionala de fizica a fost propusd o problema simpli la
prima vedere: ,,O minge este aruncata vertical in sus. Care timp este mai mare de ridicare
sau de cadere?”

Viteza mingii in lipsa rezistentei aerului este descrisa de relatia:

v=v,—gt @
Miscandu-se sub atractia Pamantului mingea peste intervalul de timp t se va opri, adica
viteza finald v = 0, de unde rezulta:

0= Vv, — gt (2)
Timpul de ridicare in lipsa rezistentei poate fi determinat din relatia:
Vo
t=— 3
: )
Mingea se va ridica la inaltimea maxima h, care poate fi determinata din relatia:
—p 9LV
h=v,t > 24 4)
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Putem trage concluzia, ca intervalul de timp pentru ridicare si intervalul de timp pentru
cadere este egal. Rezultatul obtinut este simplu datorita faptului ca nu sa luat in consideratie
forta de rezistentd a aerului. Care va fi rdspunsul, daca nu vom neglija forta de rezistenta?
Scriem legea a Il-a a lui Newton pentru miscarea mingii (Figura 1):
md = mg + F, (5)
unde m, d— este masa si acceleratia mingii respectiv; ﬁrez — forta de rezistenta a aerului.
Proiectam relatia (5) pe axa verticald pentru ambele misciri ale mingii. In primul caz forta
de rezistenta este orientatd in jos, asemenea acceleratiei caderii libere:
ma, =mg + F; (6)
La cdderea mingii forta de rezistentd a aerului este orientatd in sus (impotriva miscarii):
ma, =mg — F, @)
de unde acceleratia mingii va avea valoarea:

Ga=g+2 (@8 a=g-= 9

v=0 : F
: F
? ? l‘g - mﬁ ] ma
11:1 : 11 !
\ !
W el :
a) by o o =0

Figura 1. Miscarea pe verticalia a mingii: a) — in lipsa fortei de rezistenta;
b) - miscarea in sus a mingii in prezenta fortei de rezistentd,

C) - miscarea in jos a mingii in prezenta fortei de rezistentd

Rezulta ca acceleratia mingii dupa modul la ridicare este mai mare decat acceleratia
mingii la coborare:a, > a,, adicd intervalul de timp la ridicare va fi mai scurt n comparatie
cu intervalul de timp la coborare.

Astfel, s-a dovedit ca timpul de miscare ascendenta este mai mic decat timpul de
miscare descendentd, iar rezultatul nu depinde de magnitudinea fortei de rezistentd a
aerului, principalul motiv fiind ca forta de rezistenta este orientatd in Sens Opus miscarii.

Pentru verificarea experimentala a rezultatelor teoretice trebuie de folosit un
dispozitiv pentru aruncarea unei bile sau mingi. Poate fi folosit si un pistol pentru copii,
care impusca cu bile pentru ping-pong sau bile moi si usoare. Pentru determinarea vitezeli
initiale si finale putem utiliza o poarta digitala de model NeuLog NUL-209 (Figura 2).

Pentru obtinerea traiectoriei trebuie utilatd o fotocamera care functioneaza in modul
de filmare video de mare viteza de model Megaspeed din seria Hand Held Portables.
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Astfel de camere pot Inregistra de pana la 512.000 de cadre pe secunda.
Cercetarea poate fi realizatd cu ajutorul programului interactiv phet.colorado.edu
fizica lansat de University of Colorado Boulder [3].

Figura 2. Poarta optica digitala Photo Gate logger sensor NUL-209 [2]

In figura 3. sunt prezentate traiectoriile unei ghiulele aruncate vertical in sus pentru

diferiti coeficienti de rezistentd a aerului in intervalul: k = 0 + 0,2 m™1.

N A

A e = 7777077 — — A - a - - -
| 150m | Tnbljone [ 150m |
k=0.20 m™*

Figura 3. Traiectoriile lansérii unei ghiulele vertical in sus

cu viteza initiala de 25m/s pentru diferiti coeficienti de rezistenta a aerului
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Din figura (3) se observa ca intervalele de timp la ridicarea si coborarea ghiulelei in
cazul k=0 coincid t; = t, = 2,55s. In prezenta rezistentei aerului aceste intervale de timp
difera. De exp.: pentru k=0,2 intervalele de timp difera cu 0,24s (t; = 2s; t, = 2,24s).

Forta de rezistenta a aerului [4] la viteze mari este proportionald cu patratul vitezei:

=Y CxApv?  kv?
Frez = = (10)

2 2

CxA

unde k = =22 - coeficientul de rezistentd a aerului; C, — coeficientul rezistentei frontale;

A — aria sectiunii transversale a corpului in directie perpendiculard miscarii; p — densitatea
corpului; v — viteza corpului;
Expresia teoretica pentru viteza de miscare si indltimea la caderea libera a unui corp

intr-un mediu vascos, atunci cand forta de rezistenta este proportionald cu patratul vitezei

-

kv?
(F.y = T)’ are forma [4]:

v(t)=\[%th(\/%-t);(ll) h(t)=%lnch(\/%-t) (12);

unde th si ch - sunt tangenta hiperbolica si cosinusul hiperbolic respectiv.

Pentru claritate, vom construi dependentele grafice ale vitezei in functie de timp
pentru corpuri cu valori diferite ale coeficientului k/m: o ghiulea, o minge de lemn, o
minge de ping-pong si pentru cazul ideal in care nu exista rezistentd a aerului (Figura 4).
Coeficientii k/m se calculeaza din urmatoarele consideratii: raza ghiulelei este de 10 cm,
(k/m =0,2-10"3m™"), aceeasi razi este aleasi si pentru bila de lemn k/m =2-
1073>m™1), si se foloseste o minge de ping-pong obisnuitd (razd r = 1,88c¢m, masi m =
1,75¢g; k/m = 0,16 m™1).

0 -
v(m/s)

10

30 -

=40

1(s)

Figura 4. Dependenta vitezei diferitor corpuri la caderea libera in aer [5]

In figura 4 este reprezentata dependenta vitezei de timp a diferitor corpuri la ciderea
libera in aer [5]. Din figura se vede ca dependentele pentru ghiulea si pentru cazul ideal (in
lipsa fortei de rezistentd) se combina intr-o singura linie, iar dependenta grafica pentru

mingea de ping-pong atinge starea de saturatie, adicd nu variazd in timp, ceea ce
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corespunde miscarii cu o viteza constantd In regim stationar [5]. S& calculam valoarea
vitezei stabilite:

m

g= Frez — kvz (13)’ de unde viteza: v = \/%

Pe baza datelor de mai sus, putem calcula ca viteza In regim stationar a unei mingi de

i g = fﬂ _ m
ping-pong este: v = |==== 7,82~

Cand discutam despre viteza in regim stationar, elevilor i se poate reaminti faptul
bine cunoscut ca atunci cand un parasutist sare dintr-un avion, viteza sa creste mai intai,
apoi, la un timp dupd deschiderea parasutei, devine constanta si nu se schimba pand la
aterizare.

Fenomenul miscarii corpului cu viteza stabilitd poate fi demonstrat elevilor din clasa
a X-a in cabinetul de fizica in cadrul studierii unitatilor de continut referitor miscarea
rectilinie uniforma urmarind caderea liberd a unui pahar de copt din hartie [6]. Pozitia
corpului poate fi monitorizata cu ajutorul senzorului digital Neulog NUL-213 (Figura 5).
Dependenta grafica inregistrata cu senzorul NUL-213 este reprezentata in Figura 6. Dupa
lansare paharul se misca accelerat i dupa atingerea vitezei stationare se misca uniform.
Din grafic putem determina viteza stabilitd. Pe sectorul rectiliniu viteza stabilitd are

m
valoareade v = 1,2 —

Fiecare corp la cdderea liberd in aer atinge propria valoare a vitezei in regim stationar.
Cand discutdm despre viteza corpului in regim stationar la caderea libera, putem
reaminti elevilor faptul bine cunoscut, ca atunci cand un parasutist sare dintr-un avion, la
inceput viteza sa creste, apoi, la un timp dupa deschiderea parasutei, devine constantd si nu

se schimba pana la aterizare.

d) < 9

1)‘ = 2)- =3) -

Figura 5. Caderea libera a unui pahar de copt din hartie
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Figura 6. Pozitia grafica a paharului de copt la ciderea libera in aer

Concluzii

Aceasta temad ofera o punte ideala intre teoria mecanicii clasice si aplicatiile ei in viata

cotidiand, in tehnologie si in procesul de invatare. Poate fi extinsd in cadrul orelor de fizica

aplicatd, in proiecte STEM sau in ateliere interdisciplinare.
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Rezumat. Dezvoltarea tehnologiei este atat de rapida incat procesul educational nu poate tine pasul cu
aceasti crestere si nu poate face modificiri rapide a manualelor scolare, inclusiv a manualelor de fizici. In
acest sens, nevoia de a trece la 0 noua paradigma in educatie a devenit deja general recunoscuta - de la
memorarea unui anumit volum de informatii la capacitatea de a dobandi ulterior cunostintele si abilitati
practice pentru viatd. Modernizarea referitor la predarea fizicii ar trebui sa fie asigurata prin introducerea
tehnologiilor si dispozitivelor digitale noi in procesul educational. Articolul examineaza utilizarea
tehnologiei realitatii virtuale pentru studierea unitatii de continut referitor la miscarea corpului in aer fard
neglijarea fortei de rezistenta.

Cuvinte cheie: miscarea oblica, forta de rezistentd, viteza stabilita, soft educational, realitate virtuala,
senzor digital.

MOTION OF ABODY THROWED AT AN ANGLE TO THE HORIZON

IN THE PRESENCE OF RESISTANCE FORCES

Abstract. The development of technology is so rapid that the educational process cannot keep up with this
growth and cannot make rapid changes to school textbooks, including physics textbooks. In this regard, the
need to move to a new paradigm in education has already become generally recognized - from memorizing
a certain amount of information to the ability to subsequently acquire practical knowledge and skills for
life. Modernization of physics teaching should be ensured by introducing new digital technologies and
devices into the educational process. The article examines the use of virtual reality technology for studying
the content unit on the movement of the body in the air without neglecting the resistance force.

Keywords: oblique motion, resistance force, set speed, educational software, virtual reality, digital sensor.

Introducere

Majoritatea fenomenelor si proceselor descrise in cursul scolar de fizica, treapta
liceald, sunt studiate in baza unor modele acceptate, cu ajutorul carora se deduc legitatile
naturale, care descriu aceste fenomene. In cadrul studiului unititilor de continut o parte din
parametri sunt neglijati, pentru a usura modelul matematic si conceperea fenomenului
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studiat. Insd in unele cazuri parametrii neglijati au o influenti majora asupra fenomenului
studiat. Drept exemplu poate servi miscarea corpului lansat sub un unghi fata de orizont in
aer. In modelele propuse sunt neglijate: forma si dimensiunile corpului, forta de rezistenta
a aerului s.a. In lucrarea datd ne propunem si analizim miscarea unui corp sub un unghi

fata de orizont in prezenta fortei de rezistentd a aerului.

Miscarea corpului aruncat sub un unghi fata de orizont in prezenta fortelor de
rezistenta

Toate miscirile corpurilor de pe suprafata Pamantului au loc in aer sau lichide. In
cadrul miscarii in diferite medii asupra corpului actioneaza forta de rezistenta a mediului.
In majoritatea manualele scolare forta de rezistenta a mediului se neglijeaza.

In lucrarea datd vom analiza miscarea corpurilor lansate sub un unghi fati de orizont
in prezenta fortel de rezistenta a aerului.

Relatiile matematice si traiectoriile obtinute Tn manualul de fizicd pentru clasa a X-a
[1] descriu cazuri idealizate de miscare a corpurilor sub actiunea gravitationala a
Pamantului, deoarece se neglijeaza forta de rezistenta a aerului, care depinde la randul sau
de viteza de lansare si de forma si dimensiunile corpului care zboara. La o viteza initiala
suficient de mare, rezistenta aerului poate schimba semnificativ natura miscarii.

Atat teoria cat si rezultatele experimentale demonstreaza ca la viteze mici, forta de
rezistentd a aerului are o dependenta liniara fata de viteza. La viteze mari, forta de rezistenta
are o dependenta patratica fatd de viteza. Inainte de a obtine ecuatiile miscarii in prezenta
fortei de rezistentd, sd evaludm care dintre componentele fortei de rezistenta - liniara sau
patratica - are o contributie mai mare la fortd de rezistenta a aerului si daca una dintre aceste
componente in anumite conditii poate fi neglijata.

Acceleratia miscarii corpului aruncat oblic poate fi determinatd din urmatoarea relatie:

dv F,
il 1),
unde forta de rezistenta
E,,=F, +F, = k,v+k,v* 2)
Proiectand ecuatia pentru acceleratia miscarii corpului pe axele OX si OY vom obtine:
%ZE; dvy _ —Mmg+Fpe, (3)

dt m dat m
Deoarece 1n fiecare punct al traiectoriei forta de rezistentd este orientatd tangential in sens
opus miscarii atunci pentru %, si F2,, vom obtine relatiile:
Uy

Ry = —Fres005a = —Froy - 2= —(ky - v+ ky - v) (4)

v

. V. v
Frjclaz = _F;"elena = _FTeZ ) 7}’ = _(k1 v+ kz . Uz)jy (5)
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unde a — este unghiul dintre viteza si axa OX. Daci in relatiile pentru E%, si F>,, inlocuim

valoarea vitezei rezultante v =.,/vZ + v}, vom obtine ecuatia miscirii in variabile

% k1+k2 ‘U,ZC+‘U32, (6) dVy _ k1+k2 "UQZC'F‘U:}Z, (7)

= ——7 —_— =g ———7
dt m x dt 9 m y

Deoarece, pentru noi prezinta interes traiectoria miscarii, vom completa sistemul de ecuatii

Uy SL V.

de mai sus cu inca doua ecuatii:

ax _ . ay _
ac 0 a T Wy (8)
si, rezolvandu-le impreuna cu (6) si (7) vom obtine patru functii dependente de timp:
- vx(t), vy (D), x(1), y(1) (9)
%= —a sina * vy — b sina \|vg + vy - vy, (9.1)
d
< %=—sina-vy—asina-vy—bsina,/v§+vy2-vy; (9.2)
ax _ vy
dt 2 cosa’ (9.3)
@ _ 2.
dt  sina’ (9.4)
unde coeficientii a si b sunt determinati de relatiile:
q = e (10) b = ke (11)
mg’ mg
Pentru viteze mici traiectoria miscarii pentru b=0 este determinata de relatia:
1 .
y(x) =4 (1 + asinoc) X+ —— In (1 — 2asin «)x (12)
Y T
l —
0,8 |-
0.6 |-
0,4 |-
0,2 |-
o 0,5 1 'S

Figura 1. Familia de traiectorii la miscarea corpului
pentru b=0; a= 0,01; 0,1; 1; 10; unghiul de lansare o =45°

In Figura 1. sunt prezintate traiectoriile a patru misciri cu valori diferite ale
parametrului a = (0,01; 0,1; 1 si 10), care caracterizeaza frecarea. Este clar cat de puternic

De exemplu. Sa estimdm zborul unei ghiulele din fier cu raza r=0,07 m, lansata cu o
viteza initiala Vo= 60 m/s sub un unghi a= 45° fata de orizont.
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Initial vom calcula valorile parametrilor a si b, luand in considerare ca densitatea
fierului pre = 7800 kg/m3. Din calcule obtinem: a=0,013 si b=0,049.

Daca mediul este vascos atunci dependentele vitezei de timp V(t) si a traiectoriei
Y=f(X) in prezenta fortelor de rezistentd se deosebesc esential (vezi Figura 2.). La
neglijarea rezistentei aerului, din desen se vede cd viteza corpului se micsoreaza, atinge
valoarea minima in punctul pentru care componenta v,, = 0, apoi creste pana la valoarea
initiald Tn momentul cand ajunge la Pamant. Forma dependentei reprezintd o parabola. Se
modificd esential si traiectoria miscdrii: se micsoreazd indlfimea maxima si valoarea
drumului parcurs pe orizontala (bataia).

In prezenta fortei de rezistentei viteza de asemenea se micsoreazi atinge o valoare
minima, insd viteza finald dupd modul este mai mica decat viteza initiald, adicd nu atinge
valoarea 1.

e Y4

0.8

0.6

o2k

0 0,5 1t

X

Figura 2. Graficele dependentelor vitezei de timp V(t) si a traiectoriei Y(X)
la neglijarea fortelor de rezistenta (albastru) si in prezenta fortei de rezistenta (roz)

Pentru verificarea experimentald a rezultatelor teoretice trebuie de folosit un
dispozitiv pentru aruncarea unei bile sau mingi.. Poate fi folosit si un pistol pentru copii,
care impusca cu bile pentru ping-pong sau bile moi si usoare. Pentru determinarea vitezei
initiale si finale putem utiliza o poarta digitald de model NeuLog Photo Gate logger sensor
NUL-209 [2].

Pentru obtinerea traiectoriei trebuie utilatd o fotocamera care functioneazd in modul
de filmare video de mare viteza de model Megaspeed din seria Hand Held Portables. Astfel
de camere pot inregistra de pana la 512.000 de cadre pe secunda. Ele sunt din seria de
camere portabile cu un design robust si oferd imagini calitative cu o rezolutie de pana la
1920 x 1080. Aceste camere sunt echipate cu SDRAM pentru scriere rapida si disc SSD de
pana la 2TB, deci nu necesita conexiune la un computer.

Cercetarea poate fi realizatd cu ajutorul programului interactiv phet.colorado.edu
fizica lansat de University of Colorado Boulder [3].

Dupa lansarea aplicatiei selectam din fereastra din dreapta valoarea coeficientului de
rezistentd. Pentru fiecare valoare a lui k lansam corpul selectat. Analizand traiectoriile din
figura 3 putem trage concluzia:
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- La marirea coeficientului de rezistenta a aerului se modifica traiectoria miscarii
corpului;
- La madrirea coeficientului de rezistenta a aerului se micsoreaza ndltimea maxima;

- La marirea coeficientului de rezistenta a aerului se micsoreaza bataia.

v B Moorm secine x o+ - o x

« C 5 POt a0u I Wer e e e L AR el ot On SLMOTENK e o &

Comtioent o te2stenth . 060

9 —8— &

0 #

26.74 motrl L

Viteza infiala 18 mvs - 2
g —f8— ®
a4\

Miscarea proiectilelor (1)

Figura 3. Traiectoria ghiulelei lansata cu viteza initiala 18 m/s pentru diferite valori
ale coeficientului de rezistenta k1=0,04; k2=0,20; k3=0,40; k4=0,60

Concluzii

Lucrarea de fata a evidentiat interdependenta dintre forma traiectoriei, viteza corpului
pe de o parte si coeficientul de rezistentd a aerului pe de altd parte. Analiza teoretica si
aplicatiile practice au aratat cd intelegerea fortelor si a descompunerii vectoriale este
esentiald pentru a explica forma traiectoriei si valoarea vitezei corpului lansat oblic fata de
orizont. Miscarea oblicd in prezenta fortei de rezistentd poate fi studiatd cu ajutorul
platformei educationale - PhET Interactive Simulations, University of Colorado Boulder.

Perspective educationale. Aceasta cercetare ofera o punte ideala intre teoria mecanicii
clasice si aplicatiile ei in viata cotidianad, in tehnologie si in procesul de invdtare. Poate fi
extinsd 1n cadrul orelor de fizica aplicata, in proiecte STEM sau in ateliere interdisciplinare.

Bibliografie
1. MARINCIUC, M., RUSU, S. Fizica. Manual pentru clasa X-a. Stiinta, 2012. 180 p.
ISBN 978-9975-67-823-0.
2. https://neulog.com/photo-gate/
3. PhET Interactive  Simulations, University  of  Colorado Boulder,
https://phet.colorado.edu

© Postolachi Igor, Reoneac Vitalie, Postolachi Valentina, 2025 201



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

UDC: 37.02:51
ASPECTE METODOLOGICE PRIVIND FORMAREA COMPETENTEI
DE MODELARE MATEMATICA DIN PERSPECTIVA ASIGURARII
CONTINUITATII INTRE iNVATAMANTUL PREUNIVERSITAR
SI UNIVERSITAR
Larisa SALI, doctor, conferentiar universitar

https://orcid.org/0000-0003-1172-3055
e-mail: sali.larisa@upsc.md
Mirela IONEL, masterand

https://orcid.org/0009-0008-6627-1942

Universitatea Pedagogica de Stat ,,Jon Creanga”, Republica Moldova

Rezumat. in articol sunt analizate unele abordari ale conceptului de modelare matematica si a competente
de modelare matematica. Sunt expuse opiniile autorilor cu referire la fundamentarea teoretica a conceptiei
didactice privind formarea competentei de modelare matematicd din perspectiva asigurarii continuitatii
intre invatamantul preuniversitar si universitar. In particular, sunt trasate obiective metodologice si practice,
atingerea carora va contribui la perfectionarea procesului educational vis-a-vis de formarea competentei de
modelare matematica.

Cuvinte cheie: modelare matematica, competentd matematica, continuitate.

METHODOLOGICAL ASPECTS REGARDING THE DEVELOPMENT OF
MATHEMATICAL MODELING COMPETENCE FROM THE PERSPECTIVE
OF ENSURING CONTINUITY BETWEEN PRE-UNIVERSITY AND

UNIVERSITY EDUCATION

Summary. The article analyzes some approaches to the concept of mathematical modeling and
mathematical modeling competencies. It presents the authors' opinions regarding the theoretical foundation
of the didactic conception concerning the training of mathematical modeling competence from the
perspective of ensuring continuity between pre-university and university education. Specifically,
methodological and practical objectives are outlined, the achievement of which will contribute to the
improvement of the educational process regarding the development of mathematical modeling competence.
Keywords: mathematical modeling, mathematical competence, continuity.

Introducere

In contextul educatiei matematice contemporane, dezvoltarea competentei de
modelare matematica reprezintd O prioritate strategica, avand in vedere complexitatea
problemelor reale si nevoia tot mai acuta de a pregati elevi capabili sa le abordeze in mod
eficient. Modelarea matematica nu este doar un exercitiu de aplicare a unor formule sau
algoritmi, ci un proces cognitiv complex, prin care situatii din lumea reala sunt
transformate in structuri matematice, analizate, interpretate si ulterior utilizate pentru
luarea deciziilor sau formularea de predictii.
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Importanta acestei competente depaseste cadrul strict al disciplinelor matematice,
extinzandu-se spre domenii precum stiintele naturii, inginerie, economie, stiintele sociale
si educatie, unde modelarea serveste drept instrument esential pentru rezolvarea
problemelor. Studiile internationale (PISA, TIMSS) subliniaza faptul ca performantele
elevilor si studentilor in modelare sunt direct corelate cu capacitatea lor de a aplica gandirea
matematica in contexte variate si interdisciplinare. In acest sens, rezultatele acestor
evaluari constituie un indicator al gradului de pregatire pentru participarea activa la viata

economica si sociala bazata pe cunoastere.

Prevederi conceptuale

In literatura sunt descrise diverse tipuri de modele matematice: liniare si non-liniare;
statice si dinamice; explicite si implicite; discrete si continue; deterministe si probabiliste
(stocastice); deductive, inductive sau variabile (flotant); strategice si non-strategice.

Modelarea matematica este privitd ca un proces complex si ciclic care implica o serie
de faze [5; 7, pag. 282; 10]. Procesul de modelare matematica este frecvent reprezentat sub
forma de ciclu iterativ, care ilustreaza trecerea continud intre lumea reala si domeniul
matematic. Blum & Leiss, prezinta etapele esentiale ale acestui proces:

1. Intelegerea sarcinii— analiza situatiei reale si identificarea elementelor relevante.

2. Simplificarea si structurarea— formularea ipotezelor, eliminarea detaliilor neesentiale
si organizarea informatiilor.

3. Matematizarea — transformarea situatiei reale intr-un model matematic prin
introducerea de variabile, relatii si constrangeri.

4. Lucrul matematic — rezolvarea modelului utilizand metode matematice adecvate.

5. Interpretarea rezultatelor — traducerea solutiilor matematice in termeni relevanti
pentru contextul real.

6. Validarea — verificarea daca rezultatele obtinute corespund realitatii si daca ipotezele
initiale raman valabile.

7. Prezentarea — comunicarea concluziilor intr-o forma clara si adaptata publicului-tinta

[3, pag.222].

Astfel, se evidentiaza faptul ca modelarea matematica nu este un proces liniar, ci unul
circular si iterativ: rezultatele obtinute pot conduce la ajustarea ipotezelor, modificarea
modelului sau chiar reformularea completa a problemei. Legatura dintre ,,Restul lumii”
(contextul real) si ,,Matematicd” (modelul formal) este mentinuta prin treceri repetate intre
modelul situatiei, modelul matematic si validarea rezultatelor.

Cercetatorii recunosc ca dezvoltarea unei expertize in rezolvarea problemelor
matematice necesita reconceptualizarea problemelor matematice ca exercitii de modelare
matematica; adica, considerarea enuntului unei probleme ca descriere a unei situatii din
viata de zi cu zi care poate fi modelata matematic [7, pag.282]. Conform lui Asempapa si
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Sturgill, aceasta nu se reduce la aplicarea mecanica a unor formule, ci implica un demers
cognitiv complex, ce presupune identificarea variabilelor relevante, stabilirea relatiilor
dintre acestea, formularea ipotezelor si validarea rezultatelor in raport cu contextul initial.
In esentd, modelarea matematica este un ,pod” intre realitate si matematica, intre
observatie si abstractizare [1, pag.73].

Aspecte didactice privind competenta de modelare matematica

In articolul [10] sunt examinate unele aspecte ce tin de modelarea matematica din
perspectiva educationald. In particular, sunt precizate etapele unui proces de solutionare a
unei probleme reale prin metoda modeldrii matematice. Sunt expuse concluziile autorilor
vis-a-vis de familiarizarea elevilor si profesorilor cu metoda modelarii matematice.

In particular, este mentionat ca din punctul de vedere al instruirii se cere a preciza
raspunsul la Intrebarile:

e Care sunt continuturile relevante pentru a forma competentele specifice corelate cu
modelarea matematica?

e Cum trebuie sa fie construit discursul cadrului didactic in acest context?

e Care este volumul de timp necesar pentru realizarea sarcinilor ce vizeaza dezvoltarea
competentelor specifice corelate cu modelarea matematica?

e Cum vom evalua daca elevul detine competenta?

Profesorii practicieni inteleg modelarea drept o activitate prin care ,.elevii aplica
matematica pe care 0 cunosc pentru a intelege mai bine si pentru a lua decizii informate
despre situatii din viata reala”. Aceasta abordare subliniaza rolul practic al modelarii,
precum si faptul ca ea presupune un ciclu iterativ: formularea problemei, matematizarea,
rezolvarea, interpretarea si, daca este cazul, revizuirea modelului [8, pag.27].

Modelarea nu este un scop in sine, ci un instrument de intelegere si interventie asupra
realitatii. Ea solicita atat cunostinte teoretice, cat si abilitati practice, precum si atitudini
pozitive fata de rezolvarea problemelor complexe. Invitarea modelarii matematice trebuie
sa fie integrata in contexte semnificative, care sa stimuleze gandirea critica si creativitatea
elevilor si studentilor.

Competenta matematica poate fi tratata ca 0 disponibilitate bine informata de a
actiona corespunzator in situatii care implica un anumit tip de provocare matematica [6,
pag.49]. Faptul ca anumite competente sunt independente si relativ distincte nu implica
faptul ca diferitele competente nu au legatura intre ele sau ca sunt atat de clar definite incat
nu exista suprapuneri. O competentd nu poate fi Tn mod normal dobandita sau stapanita
separat de celelalte competente.

O definitie a competentei de modelare matematica este expusa in [2]: ,,A detine

competenta de modelare matematicd inseamna a fi capabil sa realizezi 1n mod autonom si
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cu o intelegere aprofundatd toate aspectele unui proces de modelare matematica intr-un
anumit context.”

Competenta de modelare matematica implica, pe de o parte, capacitatea de a analiza
fundamentele si proprietatile modelelor existente si capacitatea de a evalua gama si
validitatea acestora. Pe de alta parte, competenta implica capacitatea de a efectua modelare
activd 1n contexte date, adicd matematizarea si aplicarea acesteia in situatii dincolo de
matematica in sine. Aceasta include si capacitatea de a ,,dematematiza” trasaturile
modelelor matematice existente, de a decodifica si interpreta elementele si rezultatele
modelului in functie de zona sau situatia reald pe care ar trebui sa 0 modeleze [9, pag.58].

Modelarea activa contine 0 gama largi de elemente diferite. In primul rand, exista
capacitatea de a structura zona sau situatia reala care urmeaza sa fie modelata. Apoi, vine
capacitatea de a implementa 0 matematizare a acestei situatii, adica traducerea obiectelor,
relatiilor, formularii problemei etc. in termeni matematici, rezultand un model matematic.
Ulterior, elevul trebuie sa fie capabil sa lucreze cu modelul rezultat, inclusiv sa rezolve
problemele matematice care pot aparea, precum si sa valideze modelul finalizat prin
evaluarea acestuia atat interna (in raport cu proprietatile matematice ale modelului), cat si
externa (in raport cu zona sau situatia modelatd). In plus, exista capacitatea de a analiza
critic modelul atat in raport cu propria sa utilizabilitate si relevanta, cat si in raport cu
posibile modele alternative, precum si de a comunica cu ceilalti despre model si rezultatele
sale. In cele din urma, in modelarea activa este inclusa si capacitatea de a monitoriza si
controla intregul proces de modelare.

Analiza diverselor abordari ale conceptului de competentd, in general, si a
competentei de modelare matematica, in particular, consideram necesar de a preciza
definitia competentei de modelare matematica in conformitate cu teoriile educationale
actuale. Aceasta va aduce un aport semnificativ la fundamentarea teoreticd a conceptiei
didactice privind formarea competentei de modelare matematica din perspectiva asigurarii
continuitdtii intre Tnvatdmantul preuniversitar si universitar in conditiile implementarii
TIC, a integrarii IA 1n procesul educational si elaborarea metodologiei de implementare a
acesteia.

Formarea si dezvoltarea competentei de modelare matematica

Aspecte didactice privind competenta de modelare matematica ocupa un loc esential
in procesul de formare a gandirii stiintifice si a capacitatii de aplicare a conceptelor
teoretice in situatii practice. Modelarea matematica, privita ca 0 punte intre realitate si
formalismul matematic, isi gaseste aplicabilitate in multiple domenii, motiv pentru care
este prezenta atat in curriculumul universitar pe domenii precum stiintele educatiei,
ingineria si economia, cat si in curriculumul scolar destinat invatamantului preuniversitar.
In domeniul stiintelor educatiei, accentul se pune pe dezvoltarea gandirii logice si a
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capacitatii de interpretare a fenomenelor din viata reald prin instrumente matematice, in
timp ce in inginerie modelarea matematica devine 0 competenta tehnica indispensabila in
proiectarea, analiza si optimizarea proceselor si sistemelor. In economie, aceasta permite
interpretarea datelor, previzionarea tendintelor si fundamentarea deciziilor pe baza unor
modele matematice riguroase.

La nivelul curriculumului scolar, modelarea matematica este introdusa gradual,
pornind de la exemple simple, legate de situatii cotidiene, pana la modele mai complexe,
care implica analiza datelor, aplicarea functiilor, rezolvarea de ecuatii si interpretarea
graficd a rezultatelor. Aceasta progresie permite elevilor sa dezvolte treptat nu doar
competente matematice, ci si gandirea critica si capacitatea de a face conexiuni intre
discipline. Particularitati ale procesului de modelare matematica corelate cu procesul
educational corespunzator si exemple concrete pot fi examinate in publicatiile [1 — 6, 8].

Anumite particularitdti privind abordarile curriculare vis-a-vis de conceptul de
modelare in curriculumul la matematica aprobat in Republica Moldova sunt prezentate in
articolul [10].

Dezvoltarea competentei de modelare matematica este influentata de o serie de
aspecte psihologice, cum ar fi motivatia intrinseca, increderea in propriile abilitati,
flexibilitatea cognitiva, creativitatea si capacitatea de a aborda probleme complexe in mod
sistematic. Studiile aratd ca implicarea activa a elevilor in procesul de modelare
matematica contribuie la formarea perseverentei, a atentiei concentrate si a gandirii
strategice, calitati necesare in numeroase domenii profesionale.

Pe langa acestea, aspectele educationale au un rol central in eficienta predarii si
invatarii modelarii matematice. Alegerea metodelor didactice trebuie sa favorizeze
invatarea activa si colaborativa, integrarea tehnologiilor informatice pentru simulare si
vizualizare, precum si utilizarea studiilor de caz si a problemelor interdisciplinare.
Strategiile de evaluare trebuie sa fie variate, incluzand atat evaluarea procesului de gandire
si a metodei folosite, cat si a corectitudinii rezultatelor obtinute. In acest context, profesorul
devine nu doar un furnizor de cunostinte, ci si un facilitator al procesului de descoperire si
aplicare a modelelor matematice in viata reala.

Astfel, competenta de modelare matematica nu reprezinta doar un obiectiv al invatarii
matematice, ci si un instrument indispensabil pentru intelegerea si explicarea fenomenelor
din diverse domenii, pregatind elevii si studentii pentru provocarile unei societati bazate
pe date, rationamente logice si luarea deciziilor informate.

Avand in vedere aceste dimensiuni didactice, psihologice si educationale, este
necesar sa analizam si paradigmele moderne care integreaza modelarea matematica in
contexte interdisciplinare, oferind un cadru unitar pentru aplicarea cunostintelor in situatii
reale. Ghidul [6] este menit sa ajute la definirea competentelor esentiale care trebuie incluse
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in experientele elevilor si ofera directii pentru imbunatatirea educatiei in modelarea
matematica la toate nivelurile.

In ultimii ani, abordarile educationale centrate pe modelarea matematica au fost
integrate in paradigme inovatoare precum interdisciplinaritatea si modelul. Aceste
paradigme promoveaza O invatare complexa, in care conceptele matematice nu sunt
studiate izolat, ci in conexiune cu stiintele, tehnologia, ingineria si artele.
Interdisciplinaritatea presupune colaborarea intre discipline diferite pentru a rezolva
probleme reale, folosind modelarea matematica drept punte intre cunostintele teoretice si
aplicabilitatea lor practica [4].

Modelul STEAM adauga dimensiunea creativa si artistica la domeniile traditionale
STEM, ceea ce incurajeaza gindirea critica, inovatia si adaptabilitatea elevilor. In acest
cadru, modelarea matematica nu este doar un instrument de calcul sau reprezentare, Ci
devine un proces de explorare, analiza si comunicare a solutiilor intr-un mod vizual, creativ
si functional.

Exemple de paradigme bazate pe modelare includ:

. Invitarea prin proiecte interdisciplinare — elevii realizeaza proiecte care implica
simultan concepte din matematica, fizica si informatica (ex.: proiectarea unui pod din
materiale simple, analizand rezistenta acestuia).

« Modelarea statistica in stiintele sociale — utilizarea datelor reale pentru a analiza
fenomene economice, demografice sau sociale (ex.: studii despre consumul de
energie intr-o comunitate).

o Simularile digitale — folosirea software-ului de modelare 3D sau a aplicatiilor de
simulare fizica pentru a rezolva probleme ingineresti sau arhitecturale.

o Arte si matematica — integrarea geometriei in design grafic, arhitectura sau arta
digitala, pentru crearea unor produse estetice si functionale.

o Educatia ecologica prin modelare — analizarea impactului poludrii asupra
ecosistemelor prin modele matematice si grafice predictive.

Integrarea acestor paradigme in procesul de predare-invatare ajuta elevii sa inteleaga
legatura dintre matematica si viata reald, sa dezvolte competente transversale si sa isi
formeze o gandire flexibila, esentiala pentru profesiile viitorului. Prin colaborare
interdisciplinara, elevii sunt incurajati sa gandeasca ,,dincolo de manual”, sa abordeze
probleme complexe si sa utilizeze tehnologia, arta si stiinta ca instrumente complementare
[7].

In contextul dezvoltirii competentei de modelare matematica, pe langa abordarile
curriculare, paradigmele interdisciplinare si aspectele psihologice si educationale
prezentate anterior, este esential sa analizam si modalitatile prin care aceste competente
sunt evaluate si consolidate in afara orelor de curs. Evaluarile internationale, precum PISA,
ofera un reper obiectiv privind nivelul de pregatire al elevilor in aplicarea gandirii
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matematice in contexte reale, iar activitatile extracurriculare creeaza oportunitati
stimulativ.

In ceea ce priveste competenta de modelare matematici, evaluirile PISA se
concentreaza pe abilitatea elevilor de a parcurge etapele procesului de matematizare:
identificarea si formularea problemei, construirea modelului matematic, rezolvarea
acestuia, interpretarea si validarea rezultatelor in raport cu situatia reala. Sarcinile propuse
implica adesea contexte interdisciplinare, precum analiza tendintelor economice,
interpretarea fenomenelor naturale sau optimizarea unor procese tehnice.

Rezultatele obtinute de tarile participante releva diferente semnificative in nivelul de
pregatire al elevilor, corelate cu structura curriculumului, metodele de predare, gradul de
integrare a situatiilor reale in invatare si disponibilitatea resurselor educationale. Pentru
Republica Moldova, analiza datelor PISA poate constitui un punct de plecare pentru
adaptarea strategiilor didactice si pentru consolidarea legaturii dintre invatamantul
preuniversitar si cel universitar, printr-o atentie sporita acordata modelarii matematice ca
instrument practic de intelegere a lumii contemporane.

Activitatile extracurriculare joaca un rol esential in dezvoltarea competentei de
modelare matematica, oferind elevilor oportunitéti de invatare intr-un cadru mai flexibil,
creativ si aplicativ decat cel formal. Prin natura lor, acestea stimuleaza implicarea
voluntara, motivatia intrinseca si capacitatea de a lucra in echipa, elemente esentiale pentru
succesul in rezolvarea problemelor complexe.

Forme relevante de activitate extracurricularda pentru dezvoltarea modelarii
matematice includ:

o Concursurile si olimpiadele de matematica — in special cele care contin probe de
aplicatii practice si modelare;

o Proiectele interdisciplinare — care imbina matematica cu fizica, informatica,
economia sau artele, avand ca scop rezolvarea unor probleme concrete;

o Cluburile de stiinta si matematica — in care elevii pot lucra la proiecte de simulare,
analiza de date sau constructie de modele fizice si digitale;

o Parteneriate cu mediul economic si universitar — pentru realizarea de proiecte
comune, stagii de pregatire si ateliere tematice;

o Taberele si workshopurile STEM/STEAM — care pun accent pe gandirea critica,
creativitate si colaborare interdisciplinara.

Aceste activitati contribuie la formarea unei gandiri matematice flexibile, ancorate in
realitate, si creeaza punti intre cunostintele dobandite in scoald si cerintele lumii
profesionale. In plus, ele pot functiona ca un spatiu de experimentare si inovare, unde
greselile sunt percepute ca oportunitati de invatare, iar procesul are o valoare cel putin
egala cu rezultatul final.
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Obiective ale cercetirilor orientate spre asigurarea continuitatii in formarea si
dezvoltarea competentei de modelare matematica

Dezvoltarea competentei de modelare matematica este esentiald in contextul
obiectivelor educationale promovate de Consiliul Europei, care subliniaza importanta
competentelor-cheie pentru invatarea pe tot parcursul vietii. Aceastd competenta contribuie
la dezvoltarea abilitatilor de analizad si solutionare a problemelor complexe, aspecte
fundamentale pentru cetdtenia activa si incluziunea sociald. Utilizarea modelelor
matematice stimuleaza creativitatea si initiativa, contribuind la dezvoltarea personala si
profesionald. Necesitatea asigurdrii unei continuitdti in formarea si dezvoltarea
competentei de modelare matematica intre invatamantul preuniversitar si cel universitar se
impune ca o conditie esentiald pentru construirea unei baze solide de competente. In lipsa
acestel continuitati, tranzitia Intre niveluri educationale poate genera decalaje de
cunostinte, competente fragmentate si dificultiti in integrarea noilor concepte. In acest
context este importanta atingerea urmatoarelor obiective:

v Analiza calitativa a procesului de dobandire a competentei de modelare matematica
de catre elevi si studenti.

v Dezvoltarea unui cadru pedagogic integrat pentru predarea modelarii matematice care
sa poata fi replicat 1n alte sisteme educationale;

v Crearea de resurse didactice adaptate competentei de modelare matematica de catre
elevi si studenti.

v" Elaborarea de recomandari privind imbunatitirea curriculumului si a tranzitiei dintre
ciclurile de invatamant, precum si recomanddri pentru integrarea competentei de
modelare matematica in procesul educational.

v" Crearea de continut educational care sa sprijine predarea-invatarea modelarii
matematice.

Conexiunea coerentd intre curriculum-ul liceal si cel universitar, precum si abordarea
metodologica unitard, reprezintd premise pentru formarea unor specialisti capabili sa
utilizeze matematica nu doar ca un set de tehnici, ci ca un instrument de interpretare si
modelare a realitatii.

Concluzii

Formarea competentei de modelare matematica, din perspectiva asigurarii
continuitatii intre invatamantul preuniversitar si cel universitar, reprezinta un demers
strategic ce vizeaza pregatirea elevilor si studentilor pentru a raspunde provocarilor
complexe ale societatii contemporane. Analiza teoretica si practica realizata evidentiaza
faptul ca modelarea matematica este mai mult decat o abilitate tehnica — ea constituie un
proces cognitiv si creativ, care implica identificarea, matematizarea, rezolvarea si
interpretarea problemelor reale intr-un cadru interdisciplinar.
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Integrarea coerenta a modelarii matematice in curriculum, adaptarea metodelor
didactice la nevoile si stilurile de invatare ale elevilor, utilizarea tehnologiilor moderne,
precum si valorificarea activitatilor extracurriculare si a evaluarilor internationale sunt
elemente-cheie pentru dezvoltarea unei competente autentice. Rezultatele obtinute la
evaluarile PISA sau in competitiile de profil pot fi utilizate nu doar ca indicatori ai
performantei, ci si ca instrumente de diagnoza pentru imbunatatirea strategiilor
educationale.

Asigurarea unei tranzitii fluide intre invatamantul preuniversitar si cel universitar
presupune nu doar alinierea continuturilor, Ci si cultivarea unei atitudini pozitive fata de
matematic, a motivatiei intrinseci si a capacitatii de a gandi critic si creativ. In acest fel,
modelarea matematica devine nu doar o componentd a educatiei matematice, ci si un
instrument indispensabil pentru participarea activa, inovatoare si responsabila la viata

economica, sociala si stiintifica.

Lucrarea a fost elaborata cu suportul proiectului , Asigurarea continuitatii in formarea §i
dezvoltarea competentei de modelare matematica”, cifrul proiectului 25.80012.0807.66SE, finantat de
ANCD
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Rezumat. in articol sunt expuse opiniile autorilor privind transpunerea didactici a continuturilor de
geometrie in gimnaziu. In particular, este analizati o modalitate de tratare didacticd a temei ,,Inegalitatea
triunghiului” si propuse strategii de realizare a design-ului unor activitati cu impact asupra performantelor
elevilor de gimnaziu.

Cuvinte cheie: transpunere didactica, competenta matematica, strategii didactice, inegalitatea triunghiului.

STRATEGIES FOR DIDACTIC TRANSPOSITION OF THE GEOMETRIC
CONTENTS WITH AN IMPACT ON THE PERFORMANCE OF STUDENTS

IN LOWER SECONDARY EDUCATION

Summary. The article presents the authors' opinions on the didactic transposition of geometry content in
middle school. In particular, it analyzes a didactic approach to the topic of 'Triangle Inequality' and proposes
strategies for designing activities with impact on the performance of middle school students.

Keywords: didactic transposition, mathematical competence, didactic strategies, triangle inequality.

Introducere

Datorita relevantei sale istorice si a relatiei cu realitatea, geometria joacd un rol
important in invatarea si predarea matematicii, si astfel, si in educatia matematica. Atat
influentele practice, cat si cele teoretice conditioneaza inovatiile continue in invatarea si
predarea geometriei. in ultimele decenii, au existat decizii si reforme de politica
educationald, precum si influente ale unor realizari si inventii noi care afecteaza educatia
matematicd. Apar intrebari la toate compartimentele, dar in special pentru domeniul
geometriei, care este bogat prin parcursul istoric si conexiunea cu alte domenii. Cum pot fi
corelate originile ei cu noile tendinte si inovatii?

1. Probleme ale didacticii geometriei
Autorii publicatiei [2] mentioneaza faptul ca ponderea studiilor dedicate didacticii
geometriei in reviste din domeniul educatiei matematice cotate la nivel international este

mica.
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Printre problemele didacticii geometriei semnalate in literatura de specialitate sunt
urmatoarele patru categorii.

1. Pornind de la structura textelor in manualele scolare: abstractizarea excesiva,
predominanta abordarilor traditionale; accent pe rezultate, nu pe proces; fragmentarea
continuturilor care reduce coerenta si aplicabilitatea in contexte interdisciplinare;
lipsa contextualizarii.

2. Din perspectiva transpunerii didactice si organizarii procesului de predare: utilizare
insuficientd a materialelor vizuale si manipulabile; integrarea limitata a tehnologiei
cu activitati hands-on pentru a crea medii de invatare echilibrate si stimulative; atentie
redusa dezvoltarii abilitatilor de lecturare a textelor matematice; limitarea in timp a
comunicarii intre elevi si luarea deciziilor in procesul de invitare colaborativa a
geometriei.

3. Din perspectiva procesului de invatare: transfer limitat al cunostintelor; perceptia de
inutilitate care afecteazd motivatia si implicarea; lipsa evaluarii formative si a
feedback-ului constructiv; lipsa progresului cognitiv - din cauza neparcurgerii
complete a etapelor modelului Van Hiele se constata blocaje in rationamentul
geometric.

4. Din perspectiva abordarii psihodidactice a educatiei matematice: insuficienta
studiilor care reflecta relatiile intre formarea reprezentarilor spatiale prin experiente
de imagistica mentala si dezvoltarea gandirii geometrice; neclaritate in ce priveste
raportul optim intre predarea-invatarea geometriei in mediul virtual versus mediul
fizic real (in dozarea timpului si a volumului continuturilor care vor fi vizate); cum
influenteaza dezvoltarea competentelor matematice studiul separat al geometriei
plane si a stereometriei; care sunt particularitatile psihofiziologice ale studierii
eficiente a geometriei de catre generatia de copii digitali-nativi.

2. Strategii de transpunere didactica a geometriei in gimnaziu

In Republica Moldova, manualul scolar aprobat pentru utilizare la nivel national
trebuie sa contribuie la diminuarea dificultatilor nominalizate in primele trei categorii de
probleme.

In procesul de invitare a matematicii, elevul trebuie nu doar sia urmireasci si si
inteleagd rationamentele profesorului, ci este indicat ca el sa lectureze texte matematice
pentru a-si aprofunda sau extinde cunostintele. Studii recente care se concentreaza pe
predarea-invatarea geometriei subliniaza legatura dintre dezvoltarea limbajului si
intelegerea geometriei. Remarcam ca rapoartele cu privire la rezultatele evaluarilor
demonstreazd ca elevii nu detin intr-o masurd suficientd abilitatea de a lectura textele,
inclusiv cele de geometrie. Autorii studiului [10] formuleaza doud dimensiuni ale unui
cadru pentru evaluarea intelegerii textelor cu privire la constructiile geometrice: intelegerea
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textelor lecturate si extragerea esentei matematice din acestea. Lucrarea [3] se concentreaza
pe examinarea comportamentului studentilor cand li se propune sarcina de a lectura texte

geometrice in combinatie cu reprezentari figurative. Autorii raporteaza ca marea majoritate

a participantilor citesc textul Inainte de a inspecta figura si concluzioneaza ca textul
influenteaza in mod prioritar procesarea informatiei.

Manualele digitale interactive trebuie sa tindd sa acopere lacunele de tipul celor

indicate 1n fiecare dintre categoriile mentionate.

Tindnd cont de necesitatea solutionarii acestor categorii de probleme, vom

nominaliza anumite strategii de transpunere didactica a geometriei in gimnaziu, care
trebuie sa fie obiectul atentiei autorilor manualelor si auxiliarelor didactice la matematica
si al profesorilor practicieni (fara a considera ca lista este epuizata):

>
>
>

YV V YV V VY VYV

Y VvV

Contextualizarea continuturilor geometrice;

Transpunerea continuturilor prin storytelling matematic;

Abordarea epistemologica a tratdrii continuturilor si includerea elementelor de
istorism;

Formarea de abilitdti metacognitive si reflexive in procesul studierii geometriet;
Abordarea diferentiata de nivel, de profil;

Abordarea individualizata din perspectiva particularitatilor psihofiziologice;
Invitarea prin descoperire si investigare;

Integrarea evaluarii formative in predare-invatare;

Utilizarea tehnologiei si a realitatii augmentate;

Vizualizarea si manipularea concreta a instrumentelor si modelelor reale si celor
elaborate;

Abordare colaborativa si invatarea prin cooperare;

Gamificarea procesului educational.

3. Sugestii pentru transpunerea didactica la tema ,,Inegalitatea triunghiului”
I. Pentru evocare propunem vizualizarea si manipularea concreta a instrumentelor si
modelelor cu scopul de a evidentia unele proprietati pregatitoare importante:

1.
2.

Cea mai scurta cale Intre doua puncte este un segment de linie dreapta.

Pe orice semidreaptd de la originea ei se poate depune un segment de lungime data si
numai unul singur.

Lungimea unui segment este mai micd decat lungimea oricarei linii poligonale care
are extremitatile segmentului ca varfuri.

Daca dintr-un punct, luat in afara unei drepte, ducem la aceasta 0 perpendiculara si o
oblica, atunci perpendiculara este mai scurta decat oblica.

Dintre doua oblice, este mai lunga acea al carei picior este mai indepartat de piciorul
perpendicularei.
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6. In plan, exist o infinitate de puncte care se afla la distanta dati de la un punct dat.

7. Multimea tuturor punctelor care se afla la o distanta constantd r de la un punct fix O
reprezintd un cerc cu centrul O si raza r.

8. Daca un poligon convex este inconjurat de un alt poligon, atunci perimetrul
poligonului interior este mai mic decat perimetrul poligonului exterior.

9. Intr-un triunghi cu doud laturi necongruente, acestora li se opun unghiuri
necongruente, si anume: la latura cea mai mare se opune unghiul cel mai mare.

10. Daca mutam un varf al triunghiului in interiorul acestuia, atunci noul triunghi are
perimetrul mai mic si unghiul din acel varf mai mare.

11. Daca doua triunghiuri ABC si A'B'C" au corespunzator laturile congruente AB =
A'B", AC = A'C' si BC > B'C', atunci £A > AA’. Este adevarata si propozitia
reciproca.

12. Transformari care pastreaza masura unghiurilor si a dimensiunile metrice (izogonale
si izometrice). Proprietati.

II. Formarea de abilititi metacognitive si reflexive la etapa de evocare

1. Punctele A si B se afld la distanta 4 cm unul de celalalt. Stabiliti daca exista puncte
pentru care sunt satisfacute cerintele:

a) punctele sunt situate la distanta 2 cm de la punctul A si la distanta 2 cm de

punctul B;

b) punctele sunt situate la distanta 1 cm de la punctul A si la distanta 3 cm de
punctul B;

C) punctele sunt situate la distanta 3 cm de la punctul A si la distanta 2 cm de
punctul B;

d) punctele sunt situate la distanta 4 cm de la punctul A si la distanta 2 cm de
punctul B;

e) punctele sunt situate la distanta 6 cm de la punctul A si la distanta 2 cm de
punctul B;

f) punctele sunt situate la distanta 7cm de la punctul A si la distanta 2 cm de
punctul B.

2. Dreapta a contine punctele A si B, iar punctul M nu apartine acestei drepte.
Construiti, in acelasi semiplan cu punctul M, toate triunghiurile care au latura comuna
AB = 6, iar celelalte doua laturi au lungimile numere intregi.

3. Intriunghiul ABC se di AC = 3,8 cm si AB = 0,6¢cm. Se stie ca lungimea laturii BC
este un numar intreg. Care este lungimea laturii BC?

4. ninteriorul triunghiului ABC laturile reflects lumina. Aritati cum se reflecti raza de

lumina care porneste din punctul M si cade in punctul N. Aratati punctul in care raza
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reflectatd cade prima oard pe o laturd a triunghiului. Examinati diverse pozitii ale

punctelor si diverse tipuri de triunghiuri.

5. De la orasul A pana la orasul B sunt 660 km, de la orasul A la satul C sunt 310 km,
de la satul C la satul D sunt 200 km si de la D la B sunt 150 km. Care este distanta
de la C la B? (Localitatile sunt pozitionate pe o linie dreapta, prin urmare CB =
350 km).

6. In tara sunt 4 orase: 4,B,C si D. Doua avioane au decolat simultan din orasul A.
Traseul primului avioneste: A—B—D —-C —A—D — B — C — A, iar traseul celui
de-al doileka:A—B—-C—-—D—-A—-B—-C—-D—-A—-B—-C—-D-—A. Care dintre
avioane va survola mai repede traseul, daca vitezele lor sunt aceleasi? (Primul avion
va sosi mai devreme.)

Problemele pot fi examinate si cu utilizarea tehnologiei si a realitatii augmentate.
I11. Abordarea epistemologica si includerea elementelor de istorism

Una dintre cele mai raspandite modalititi de a demonstra inegalitatile geometrice
consta in aplicarea inegalitdtii triunghiului, posibil cu anumite consideratii suplimentare.
Inegalitatea triunghiului este cea mai faimoasa si mai fundamentala inegalitate geometrica.
Teorema care prezinta inegalitatea triunghiului este enuntata in Elementele lui Euclid, in
Cartea I, Proprietatea 20:

[...] in triunghiul ABC, suma oricaror doua laturi este mai mare decdt latura ramasa,
adica, suma BA si AC este mai mare decdt BC, suma AB si BC este mai mare decat AC,
iar suma BC si CA este mai mare decdt AB.

Euclid a demonstrat inegalitatea triunghiului pentru distante in geometria plana
folosind constructia figurilor. Pornind de la triunghiul ABC, se construieste un triunghi
isoscel cu o latura laterala fiind BC, iar cealalta BD fiind depusa pe prelungirea laturii AB
(Figura 1).

A

Figura 1
Se argumenteaza ca unghiul § are masura mai mare decat unghiul «, astfel AD >
AC. Asadar, AD = AB + BD = AB + BC, prin urmare AC < AB + BC.
IV. Integrarea evaluarii formative in predare-invitare
Se propun spre demonstrare independentd cateva proprietdti care se bazeazd pe
utilizarea inegalitatii triunghiului. Pentru a asigura feedback sunt propuse modalitati de
demonstrare si expunere textuald a demonstratiei.
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Proprietatea 1. Demonstrati cd pentru oricare trei puncte necoliniare A, B si C este
satisfacuta inegalitatea AB = |AC — BC|.

Demonstratie: Relatia se obtine din inegalitatea triunghiului prin trecerea unui termen
dintr-un membru al inegalitatii in celalalt, valoarea absoluta a diferentei fiind necesara,
tindnd cont de faptul ca distanta este nenegativa.

O reformulare a acestei proprietati este: Lungimea oricarei laturi a unui triunghi nu este
mai mica decdt modulul diferentei de lungimi a celorlalte doua laturi.

Proprietatea 2. Demonstrati ca lungimea oricarei laturi a unui triunghi nu depaseste
semiperimetrul sau.

Demonstratie: Notdm lungimile laturilor triunghiului prin a, b, c. Deoarece b + ¢ > a,

. . b
atunci a + b + ¢ > 2a. Prin urmare a < a+2+c =p

Proprietatea 3. Demonstrati ca intr-un patrulater convex suma lungimilor diagonalelor
este mai mare decat semiperimetrul sau si mai mica decat perimetrul.
Demonstratie: Fie dat patrulaterul convex ABCD (Figura 2). Atunci diagonalele sale se

Intersecteaza.

Figura 2
Fie AC N BD = {0}. Inegalitatile necesare se obtin usor din inegalitatile triunghiului
pentru triunghiurile A OAB, A OBC, A OCD, A ODA si pentru A ABC, A BCD, A CDA,
A DAB.

Scriem inegalitatea triunghiului dupa cum urmeaza:
In AABO: AB < A0 + BO; in ABCO:BC < BO + CO; in ACDO:CD < CO + DO ; in
AADO:AD < DO + AO. Adundm membru cu membru inegalitatile:
AB + BC+ CD + AD < 2(A0 + BO + CO + DO).

Astfel Pigcp < 2(AC + BD) =~ Pypcp < AC + BD. (1)
Scriem inegalitatea triunghiului dupd cum urmeaza:
In AABC:AC < AB + BC; in AADC:AC < AD + DC; in ABCD:BD < BC + CD ; in
ABAD:BD < DA + AB.
Adundm membru cu membru inegalitatile:

2(AC +BD) < 2(AB + BC + CD + DA).
Astfel AC + BD < Pygcp- (2)

Din inegalitatile (1) si (2) rezultd inegalitatea %PABCD < AC + BD < Pygcp-
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Proprietatea 4. Oricare mediand a unui triunghi este mai mica decat semisuma laturilor
alaturate.

Demonstratie: Fie AM este mediana in triunghiul ABC (Figura 3). Construim punctul A’

simetricul punctului A in raport cu centrul M.
B

Figura 3
Constatari Justificari
1) AM=A'M 1. Definitia simetriei centrale.
2) ABA'C — paralelogram. 2. Diagonalele AA’ si BC ale patrulaterului ABA'C
se Injumatatesc in M.
3)AA’ < AB + BA' 3. Inegalitatea triunghiului in AABA’
4)2-AM < AB + BA' 4. Din 1).
5) AC = BA’ 5. AC,BA’ - laturi opuse ale paralelogramului
ABA'C.
6) AM <> (AB + AC) 6. Din 4) si 5).

Proprietatea 5. Daca AM este mediana in triunghiul ABC , atunci AB < AC =
m(ZMAB) > m(4MAC).

Demonstratie: Construim punctul A" - simetricul punctului A in raport cu centrul M
(Figura 3).

Constatari Justificari
1) AAMC = AA'MB 1. LUL
2) m(£MAC) = m(4MA'B) 2.Din1)
3)AB < BA' = AC = m(4MAB) > 3. In orice triunghi laturii mai mici ii corespunde un
m(£MA'B) = m(ZMAC) unghi opus mai mic.

V. Abordare colaborativa si invatarea prin cooperare

O modalitate de organizare a activitdtii de Tnvatare prin colaborare si cooperare este
descrisa in lucrarea [9]. Problemele expuse in continuare pot fi propuse elevilor in acest
caz.
1. Gasiti in interiorul unui patrulater convex un punct, astfel incat suma distantelor de la
acesta la varfuri sd fie minima.
Solutie. Fie dat patrulaterul convex ABCD (Figura 4). Diagonalele sale se intersecteaza.
Fie AC N BD = {0}. Suma distantelor de la O la varfuri este egald cu suma lungimilor
diagonalelor AC si BD. Dar pentru orice alt punct P avem, pe de-o parte, cd suma
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distantelor de la P la varfuri nu este mai mica decat AC + BD, iar pe de alta parte, fie PA +
PC > AC, fie PB + PD > BD. Asadar, aceastd suma este egala cu AC + BD doar daca P

coincide cu punctul 0. Prin urmare, punctul O este punctul cautat.
B

Figura 4
2. In acelasi plan se considera patratul ABCD si un punct O (Figura 5). Demonstrati ci
distanta de la punctul O la oricare dintre varfurile patratului nu depaseste suma distantelor

de la O la celelalte trei varfuri ale patratului.

a) b)
Figura5
Solutie. Scriem inegalitati ale triunghiului pentru triunghiurile AAOC si ABOD:
AC +0C > 0Asi OB + 0D > BD.
Adunam inegalitatile si avem AC + OC + OB + OD > OA + BD.
Deoarece AC = BD, obtinem ceea ce este necesar: OC + OB + OD > OA.
Observam ca relatia este valida pentru ambele pozitii ale punctului O — in exteriorul
patratului sau in interiorul acestuia.
3. Demonstrati ca intr-un pentagon convex suma lungimilor diagonalelor este mai mare
decat perimetrul si mai mica decat dublul perimetrului. (Demonstratia este analoga
demonstratiei Proprietatii 3.)
4. In interiorul unui triunghi au fost luate doua puncte oarecare. Demonstrati ci distanta
dintre ele nu depaseste semiperimetrul triunghiului.
Solutie. Fie triunghiul ABC si punctele D, E situate in interiorul triunghiului (Figura 6).
Continuam segmentul DE care leaga aceste puncte in ambele directii pana la intersectia cu
conturul triunghiului. Fie DE N [AB] = {H} si DE n [BC] = {K}. Cel putin unul dintre
aceste puncte nu va coincide cu careva varf al triunghiului ABC. Constatam ca DE < HK.
Scriem inegalitatea triunghiului pentru triunghiul AHBK:
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HK < BH + BK. De asemenea, din patrulaterul HACK avem HK < HA + AC + CK.
Atunci 2HK < BH + HA + AC + CK + BK = BA+ AC + CB = ppc.

. 1
Prin urmare, HK < > Pasc:

Figura 6
VI. invitarea prin descoperire si investigare
Pentru acest compartiment vom propune probleme care sunt utile pentru consolidarea
competentelor dobandite anterior sau probleme propuse la olimpiade si competitii
matematice.
1. Punctul A, situat in interiorul unui unghi ascutit, este reflectat simetric in raport cu latirile
unghiului (Figura 7). Punctele B si C obtinute au fost unite si la intersectia segmentului cu

laturile unghiului au fost notate punctele D si E. Demonstrati ca DE < %

Solutie. Scriem inegalitatea triunghiului in AADE: DE < AD + AE. Addugam DE in ambii
mebri ai inegalitatii. Atunci 2DE < AD + AE + DE . Dar AD = BD si AE = EC din

motive de simetrie. Prin urmare 2DE < BC si DE < %.

Figura 7 Figura 8

2. (Olimpiada Nationald, Republica Moldova, clasa a VII-a, 2002) Fie dat unghiul ascutit
£DEF . Punctele B si C sunt situate pe semidreapta (EF si punctul variabil A pe
semidreapta (ED (Figura 8). Sa se determine pozitia punctului A pe semidreapta (ED,
astfel incat suma AB + AC sa fie minima.
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Solutie. Construim punctul €’ simetric punctului C in raport cu dreapta ED (Figura 8).
Trasam segmentul BC' si gasim punctul de intersectie al acestuia cu semidreapta ED.

Fie ED N BC' = {A} . Atunci BC' = BA + AC'.

Din considerente de simetrie, AC' = AC, prin urmare BC' = BA + AC.

Deoarece lungimea segmentului BC' reprezintd cea mai scurtd distantd dintre
punctele B si C', rezultd ca pozitia punctului A astfel determinata raspunde cerintei ca

suma distantelor BA + AC sa fie minima. Acelasi rezultat se obtine cand construim
simetricul punctului B in raport cu dreapta ED.
3. (Olimpiada Nationala, Republica Moldova, clasa a VllI-a, 2003) Fie triunghiul ABC si
punctele M, N, P situate respectiv pe laturile (BC), (CA) si (AB) (Figura 9). Daca p este
semiperimetrul triunghiului ABC, sa se arate ca:

p < AM + BN + CP < 3p.

Figura 9
Solutie:
Fie BC = a,AC = b,AB =csi BM = x,CN =y, AP = z.
Scriem inegalitatea triunghiului dupa cum urmeaza:
In AABM:c < AM + x5i AM < c +x.In AACM:b < AM +a—xsiAM < b +a— x.
InAABN:c <BN+b—ysiBN<c+b—y.InACBN:a<BN+ysiBN <a-+y.
In AAPC:b < CP +2zsiCP <b+2z InABPC:a<CP+c—2zsiCP<a+c—z.
Adunam membru cu membru inegalitatile:
a<CP+c—z;a<BN+y,b<AM+a—x;b<CP+2z,c<BN+b-y,
c <AM + x.
Obtinem 2a + 2b + 2¢ < 2AM + 2BN + 2CP + a + b + c, prin urmare:
p < AM + BN + CP 2).
Adundam membru cu membru inegalitatile:
AM <c+x; AM<b+a—-—x;BN<c+b—-—y;,BN<a+y,CP<b+z
CP<a+c—z.
Obtinem 2AM + 2BN + 2CP < 3a + 3b + 3c, prin urmare:
AM + BN + CP < 3p. (2)
Din inegalitatile (1) si (2) rezultd inegalitatea p < AM + BN + CP < 3p.
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4. (Concursul D. Pompeiu, 2012, Botosani) Daca M este situat in interiorul unghiului X0Y,
sa se determine punctele B si C, unde B € (0X,C € (OY si M € (BC), astfel incat aria
triunghiului BOC sa fie minima.

Solutie. Fie B, € (0X,C, € (0Y si M — mijlocul segmentului [B,C,]. Dreapta BC este 0
secantd, la care B € (0X, C € (OY si trece prin M.

Vom cerceta doud cazuri: C € (0C,) si C, € (0C).

Cazul I. C € (0C,) (Figura 10 a).

Trasam dreapta B,P || OY cu P € (BC).

Constatari Justificari
2) ACMC, = APMB, 1. Criteriul ULU: [MC,] = [MB,],
m(4CMC,) = m(4PMB,) — opuse la varf
m(4MC,C) = m(4MB,P) — alterne interne formate de
secanta B,C, cu ByP || OY.

2) Apcme, < Aapus, 2. AngmB, = Aapms, + Asgrs, =
= Aacmc, T Aaspa,
3) Aposc = Aogymc + Aamp,s > 3. Proprietatile conceptului de arie si constatarea 2).

> Aogymc + Ancme, = Anos,c,

Cazul Il. C, € (0C) (Figura 10 b).
Trasam dreapta C,P || OX cu P € (BC).

Constatari Justificari
3) APMC, = ABMB, 2. Criteriul ULU:
[MC,] = [MB,]
m(8PMC,) = m(£BMB,) — opuse la varf
m(aMCyP) = m(£MB,B) — alterne interne formate de
secanta BoC, cu CyP |l 0X.

2) AABMBO < AACMCO 2. AACMCO = AAPMCO + AACPCO =

= Appms, T Aacrc,
3) Anosc = Aocyms + Anmcyc > 3. Proprietatile conceptului de arie si constatarea 2).

> Aocom + Anems, = Anos,c,

Figura 10
VII. Transpunerea continuturilor prin storytelling matematic
La aceasta rubrica propunem o Serie de probleme dedicate aplicarii simetriei in

combinatie cu inegalitatea triunghiului.
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1. Un ciupercar iese din padure intr-un punct stabilit. El trebuie sa ajunga la sosea (care
reprezinta o linie dreapta) si sa se intoarca din nou in padure intr-un alt punct stabilit. Cum
poate face acest lucru, parcurgand cel mai scurt drum?

Solutie. Fie A punctul in care ciupercarul iese din padure si B punctul in care trebuie sa
intre 1n padure ulterior (Figura 11). Vom reflecta punctul A simetric fata de sosea si vom
obtine punctul A’. Astfel, din orice traseu AKB (K este punctul in care ciupercarul iese la
sosea) se poate obtine, reflectand simetric fata de drum portiunea AK, un drum de lungime
egala A'KB, a carui lungime, conform inegalitatii triunghiului, nu este mai mica decéat A'B.
Prin urmare, punctul cautat K, in care ciupercarul trebuie sa ajunga la drum, este punctul
de intersectie a segmenului A'B cu drumul.

Figura 11 Figura 12

2. O peninsula reprezinta un unghi ascutit, in interiorul careia se afla casa padurarului. Cum
poate padurarul, iesind din casa, sd ajungd la o margine a peninsulei, apoi la cealalta si sa
se intoarca acasa, parcurgand in acest timp cel mai scurt drum?
Solutie. Fie unghiul XOY reprezintd insula, iar punctul A este locul casei padurarului.
Reflectam punctul A in raport cu marginile peninsulei: M este simetricul punctului A4 in
raport cu dreapta OX si N este simetricul punctului A in raport cu OY. Gasim punctele de
intersectie a segmentului MN cu OX si OY : OX N MN = {D} si OY n MN = {E} .
Punctele D si E sunt punctele pentru care distanta AD + DE + EA = MN este minima
(Figura 12).
Oricare altd pereche de puncte D' € OX si E' € OY va conduce la trasarea unei linii
poligonale M — D' — E' — N care are lungimea mai mare decat segmentul

MN = AD + DE + EA.
3. Pe Figura 14 a) este reprezentatd o caramida. Inventati o metoda de mdsurare a

diagonalei caramizii, avand la dispozitie inca doud asemenea caramizi si o rigla gradata.
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Figura 14
Solutie. Vezi figura 14 b).
4. O furnica se afla in varful N al caramizii din Figura 15. In punctul M este o picatura de
miere. Furnica se poate deplasa pe suprafata laterala a caramizii, poate intersecta muchiile,
dar nu se poate deplasa pe muchii sau pe fetele de sus si de jos. Care poate fi cel mai scurt
traseu pentru deplasare ca furnica sa ajunga la picatura de miere?
Solutie. Traseul furnicii poate fi vizualizat pe desfasurarea paralelipipedului (Figura 15).

M e M
N i L P
b)
Figura 15

Concluzii

Abordarea diferentiata in educatia matematicd presupune valorificarea continutului,
abilitatilor si competentelor dobandite in sistemul de invataimant formal 1n contexte
teoretice si practice. Activitatea extracurriculard la matematica are drept scop cresterea
motivatiei pentru studiul acestei discipline, diversificarea ofertei educationale, cresterea
calitatii actului educational, dezvoltarea gandirii critice, a creativitatii etc. Strategiile
didactice se adapteaza formelor specifice de organizare a procesului instructiv-educativ
pentru tineri capabili de performantd inalta, profilului de personalitate si gradului de
maturitate psihologica ale acestora.

In aceasta ordine de idei, este importanti elaborarea de resurse educationale destinate
activitdfii extracurriculare la matematica, sprijinind in acest mod efortul cadrelor didactice
orientat spre satisfacerea solicitarilor si a motivatiei beneficiarilor. Deschiderea oferita de
activitatile extracurriculare la matematici in conformitate cu interesele elevilor,
flexibilitatea continuturilor planificate si adaptarea acestora in functie de cerintele si

interesele educatului creste cererea pentru astfel de servicii.
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Lucrarea a fost elaborata cu suportul proiectului ,,Elaborarea resurselor didactice orientate spre
sporirea performantei elevilor din gimnaziu la disciplina Matematica”, cifrul proiectului
25.80012.0807.69SE, finantat de ANCD.
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Rezumat. Comunicarea dintre un utilizator si un model generativ seaména cu un dialog intre oameni. Cu
cat interlocutorii isi exprima mai precis gandurile, cu atat le este mai usor sa se inteleaga reciproc. Ingineria
prompt-urilor, Insd, ramane un factor critic insuficient explorat in acest context. Acest articol detaliaza
componentele structurale ale prompt-urilor eficiente si demonstreaza prin exemple aplicarea acestor
elemente in scenarii practice in context educational. Prin abordarea integrata dintre ingineria prompt-urilor
si lingvistica aplicatd, cercetarea deschide cai pentru utilizarea responsabild si eficientd a LLMs-urilor,
transformand potentialul teoretic in aplicatii practice robuste.

Cuvinte cheie: Inteligenta Artificiala, educatie, prompt, ingineria prompt-urilor.

EFFECTIVE PROMPT DESIGN STRATEGIES: FUNDAMENTAL PRINCIPLES

FOR EDUCATORS BEGINNING IN ARTIFICIAL INTELLIGENCE

Abstract. Communication between a user and a generative model resembles a dialogue between people.
The more precisely the interlocutors express their thoughts, the easier it is for them to understand each
other. Prompt engineering, however, remains a critical factor that has not been sufficiently explored in this
context. This article details the structural components of effective prompts and demonstrates through
examples the application of these elements in practical scenarios in an educational context. By integrating
prompt engineering and applied linguistics, the research paves the way for the responsible and efficient use
of LLMs, transforming theoretical potential into robust practical applications.

Keywords: Artificial Intelligence, education, prompt, prompt engineering.

Introducere
Prompt-ul este o solicitare text a utilizatorului catre reteaua neuronala. Poate include
diferite elemente, dar nu neaparat toate deodata. Elementele structurale ale unui prompt
sunt:
v’ Instructiunea este o conditie sau o sarcind pe care modelul trebuie sd o indeplineasca.
v’ Contextul este o informatie suplimentara de la utilizator, care va ajuta modelul sa
halucineze mai putin.
v Datele de intrare sunt o intrebare la care o persoana cautd un raspuns.
V' Indicatorul de iesire este formatul in care modelul trebuie sa produca rezultatul.
Nu existd o solicitare universald care si se potriveasca fiecarei situatii. In functie de

sarcind, putem adduga informatii la solicitare, putem seta stilul de raspuns sau restrictii.
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Nu existd prompt-uri corecte sau incorecte. Unele prompt-uri ating obiectivul si
raspund la intrebare. Pentru altele, modelul ofera informatii false sau incomplete si uneori
refuzd sa raspunda. Prompt-urile corecte multiplica probabilitatea ca utilizatorul sa
primeasca rezultatul corect in forma dorita. Acestea reduc timpul petrecut de o persoana
interactionand cu reteaua neuronald. De exemplu, daca raspunsul ar trebui sa fie sub forma
unui tabel, putem specifica acest lucru in prompt si putem specifica in ce celule ar trebui
distribuite informatiile.

Un exemplu despre cum ar putea arata o formuld a unui prompt este reprezentat in
figura 1.

Limitari
y Auditoriul
. Tema pentru care
Acti Tipul este destinat
cliune textului
Figura 1. Structura unui prompt
Exemple de prompt-uri care respecta formula data sunt incluse in tabelul 1.
Tabelul 1. Exemple de prompt-uri
Actiune Tipul textului Tema Auditoriul Limite
Scrie Un post »d cele mai bune | Pentru absolventii | Incadreazi-te in
profesii in anul | institutiilor generale | 2000 de simboluri
2025” de invatamant
Explica Cuvantul ,»Prompt” Unui copil de 5 ani In 2 paragrafe
Compune O istorie Despre  copilul | Copiii care iubesc | Incadreazi-te in 5

care a ratat Anul | jocurile pe calculator | propozitii
Nou din cauza

jocurilor
Creeaza Teze pentru un | Cum se dezvolta Din 8 puncte
discurs Inteligenta
Artificiala

Formula data poate fi extinsd sau scurtata — totul depinde de clasa de sarcini. De
exemplu, putem adauga detalii suplimentare, exemple pe care modelul le va folosi atunci
cand raspunde sau putem atribui roluri: ,,Povestiti-mi despre invatarea automata ca si CUm
ati fi profesor de fizica.”

Orice semn, un cuvant sau chiar un semn de punctuatie, afecteaza raspunsul. Uneori,
modelul are halucinatii, dar natura minciunii poate fi controlata folosind o solicitare. De
exemplu, vom arunca informatii suplimentare catre reteaua neuronala pe care se va baza.
Apoi, va trebui doar sd facd ceea ce face bine - sd scrie un text coerent. Nu este nevoie sa

intrebam ,,Scrieti o poveste despre un comandant din razboiul din 1812 si o prajiturd cu
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acelasi nume” si sa-1 punem pe model sa ghiceasca. Este mai bine sa clarificam imediat:

»Scrieti o poveste despre comandantul Napoleon Bonaparte”. Ar trebui sa experimentdm

intotdeauna si sa adaugadm informatii importante contextului. Comunicarea cu o retea

neuronald este ca si cum am lucra cu un motor de cautare, cand utilizatorul selecteaza

cuvinte pentru a obtine rezultatul dorit de la serviciu.

Tipuri de prompt-uri

Universitatea Cornell a dezvoltat o scald general acceptatd pentru clasificarea

prompt-urilor [1], care include sase puncte:

O

Semantica intrarii. Utilizatorul oferd modelului reguli pe care acesta le retine si le ia
in considerare atunci cand raspunde. Acest lucru simplifica sintaxa si economiseste
timp. Exemplu de solicitare: ,,Retineti, cand va rog sa construiti un traseu de la
punctul A la B, voi introduce doar numele oragselor, iar dumneavoastra le veti inlocui
cuAsiB”

Configurarea iesirii informatiilor. Putem solicita modelului sd afiseze informatii
conform unui sablon. Mai intéi, trebuie sa incarcam regulile in reteaua neuronala,
apoi si specificim in solicitare cand si le utilizim. De exemplu: , /mpadrtiti rdaspunsul
in trei coloane si completati tabelul folosind urmatorii indicatori si sablon.”
Identificarea erorilor. Este periculos sa copiem raspunsurile modelului fara verificari
suplimentare. Putem solicita retelei neuronale sa furnizeze surse si fapte pe baza
carora a compilat raspunsul. De asemenea, poate pune intrebari clarificatoare, acestea
vor ajuta utilizatorul sa corecteze promptul si sd obtind un rezultat mai precis.
Imbunatatirea indiciilor. Uneori, modelul refuzi sa rispunda. In acest caz, putem
utiliza diferite tehnici pentru a ocoli limitele sale. De exemplu, ca raspuns la
solicitarea ,,indicati motivele educatiei adolescentilor”, aceasta oferd cinci puncte
principale. Iar cand utilizatorul solicitd clarificari, acesta spune cd nu existd
informatii. Pentru a depasi aceasta bariera, meritd sd discutati cu reteaua neuronala si
sa o lasati sa puna intrebari clarificatoare.

Interactiune. Aceasta categorie poate include sarcini atunci cand trebuie sa generam
un numdr infinit de sloganuri de marketing sau materiale creative conform unei
anumite reguli. Pentru a nu introduce un sablon de fiecare datd, putem spune
modelului: ,,Genereaza raspunsuri pentru mine fara oprire conform unei reguli
date”.

Gestionarea contextului. Acest lucru este util atunci cand trebuie sa excludem
anumite surse din raspuns. De exemplu, cercetam sistemul educational din republica
Moldova si nu dorim sa vedem informatii despre sistemele educationale din alte tari.

Apol, putem seta retelei neuronale conditia: ,,Pregatiti un raspuns pentru mine fara
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a include surse straine”. Aceasta elimind contextul inutil - iar modelul ofera un

rezultat tindnd cont de datele importante pentru utilizator.

Toate cele sase tipuri de prompt-uri descrise pot fi utilizate in procesul educational,
dar eficienta si aplicabilitatea lor depind de contextul specific al educatiei si de obiectivele
pedagogice. Mai jos, vor fi analizate fiecare tip de prompt si relevanta sa pentru educatie,
oferind exemple de utilizare in contextul educational din Republica Moldova sau UE, cu
accent pe aspectele legale ale inteligentei artificiale (Al).

1. Semantica intrarii. Acest tip de prompt este util pentru a simplifica interactiunea
elevilor sau profesorilor cu modelele Al, economisind timp si reducdnd complexitatea
sintaxei. Este ideal pentru activitdti repetitive sau structurate, cum ar fi invétarea prin
exercitii standardizate. Exemplu de utilizare: Intr-un curs despre legislatia Al, profesorul
poate seta regula: ,,Cand cer o comparatie intre legislatia Al din Republica Moldova si
UE, foloseste doar Legea nr. 133/2011 si Al Act ca surse principale.” Elevii pot introduce
doar termeni precum ,,comparatie Al Moldova-UE”, iar modelul va genera raspunsuri
bazate pe sursele specificate, facilitand invatarea structurata. Ca avantaj al acestor tipuri de
prompt-uri este faptul ca sunt reduse barierele tehnice pentru elevi, permitandu-le sa se
concentreze pe continut, nu pe formularea complexa a prompt-urilor. Este util pentru
cursuri introductive sau pentru elevi mai mici. Ca dezavantaj prezinta necesitatea
configurarii initiale a regulilor, ceea ce poate consuma timp pentru profesori.

2. Configurarea iesirii informatiilor. Acest tip de prompt este excelent pentru
organizarea informatiilor intr-un format clar, cum ar fi tabele, diagrame sau rapoarte, ceea
ce ajuta elevii sa inteleagd si sa compare datele mai eficient. Este util in predarea
disciplinelor care necesita 0 analizad structuratd, cum ar fi dreptul sau stiintele sociale.
Exemplu de utilizare: Intr-un seminar despre protectia datelor, profesorul poate cere
modelului Al: ,,Prezinta obligatiile GDPR si ale Legii nr. 133/2011 intr-un tabel cu trei
coloane: cerinte, aplicabilitate in Al, sanctiuni.” Elevii pot folosi acest format pentru a
compara legislatiile si pentru a pregati prezentari sau eseuri. Ca avantaj - faciliteaza
invatarea vizuald si comparativa, fiind ideal pentru proiecte de grup sau analize detaliate.
Poate fi folosit pentru a crea materiale didactice personalizate. Ca limita - necesita
cunostinte prealabile pentru a configura sabloanele corect, ceea ce poate fi o provocare
pentru profesorii mai putin familiarizati cu Al

3. Identificarea erorilor. Acest tip de prompt este crucial in educatie, deoarece
incurajeaza gandirea critica si verificarea surselor, abilitati esentiale pentru elevi si
studenti. Este important in domeniile, unde acuratetea informatiilor este vitala. Exemplu de
utilizare: Intr-un curs despre aspectele legale ale AL elevii pot cere modelului: ,,Explicd
cerintele Al Act pentru sistemele cu risc ridicat si furnizeaza sursele exacte, inclusiv
articolele relevante.” Modelul va oferi raspunsul impreuna cu referinte (ex. Regulamentul
(UE) 2024/1689, Articolul 6), permitdnd elevilor sa verifice informatiile. De asemenea,
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modelul poate pune intrebari clarificatoare, cum ar fi: ,,Doresti detalii doar despre
sistemele cu risc ridicat sau §i despre sanctiuni?” Ca avantaj a acestui tip de prompt
prezinta faptul ca dezvolta competente de cercetare si verificare a informatiilor, esentiale
in educatia academica si reduce riscul de a accepta raspunsuri eronate. Ca limitd - poate
incetini procesul de invatare daca elevii se bazeaza excesiv pe verificarea surselor in loc sd
aprofundeze continutul.

4. Imbundtdtirea indiciilor. Acest tip de prompt este util pentru a dezvolta abilitatile
de formulare a intrebarilor si pentru a Incuraja elevii sa gandeasca critic despre propriile
cerinte. Este potrivit pentru cursuri care implicd rezolvarea problemelor sau cercetarea
independenti. Exemplu de utilizare: Intr-un exercitiu despre etica AL, un elev cere:
»~Explica motivele pentru care Al poate fi discriminatoriu.” Daca modelul raspunde vag,
elevul poate folosi intrebari clarificatoare sugerate de model, cum ar fi: ,,Te referi la bias-
ul in datele de antrenament sau la utilizarea Al in recrutare?” Acest proces ajuta elevul sa
reformuleze promptul pentru a obtine un raspuns mai detaliat. Ca avantaj - incurajeaza
invatarea activd si dezvoltarea competentelor de comunicare cu tehnologia si este util
pentru elevii care invata sa cerceteze independent. Ca limita - poate fi frustrant pentru elevii
care nu sunt obisnuiti sa reformuleze intrebdrile sau sd interactioneze iterativ cu Al.

5. Interactiune. Acest tip de prompt este ideal pentru activitdti creative sau
exploratorii, cum ar fi generarea de idei, scenarii sau materiale didactice. Este potrivit
pentru discipline precum literatura, marketingul sau educatia civica, unde creativitatea
joacd un rol important. Exemplu de utilizare: Intr-un curs despre impactul Al asupra
societdtii, profesorul poate seta regula: ,,Genereaza in mod continuu scenarii ipotetice
despre utilizarea Al in educatia din Republica Moldova, respectand Legea nr. 133/2011.”
Modelul va produce idei precum: ,,Un sistem Al care personalizeaza lectiile pentru elevi,
respectand protectia datelor personale.” Elevii pot analiza aceste scenarii in grup.
Avantajul acestor tipuri de prompt-uri este ca stimuleaza creativitatea si gandirea
divergenta, fiind util pentru brainstorming sau proiecte interdisciplinare. Dezavantajul este
ca poate genera continut redundant sau irelevant dacd regula nu este bine definita.

6. Gestionarea contextului. Acest tip de prompt este esential pentru cercetarea
specifica si pentru evitarea informatiilor irelevante, fiind ideal pentru proiecte focalizate
pe un anumit domeniu sau regiune. Este util in educatia academica, unde precizia
contextului este cruciald. Exemplu de utilizare: Intr-un proiect despre reglementarea Al in
Republica Moldova, elevii pot cere: ,,Analizeaza legislatia Al din Republica Moldova,
excluzdand referinte la alte tari.” Modelul va furniza informatii bazate doar pe Legea nr.
133/2011 si Strategia Nationald de Transformare Digitala, fard a include exemple din UE
sau alte jurisdictii. Avantajul acestora este ca ajuta la concentrarea pe continut relevant,

economisind timp si reducand confuzia. Este ideal pentru cercetarea localizata sau pentru
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elevii care lucreaza cu surse limitate. Dezavantajul este ca poate restrictiona accesul la
comparatii utile dacd contextul este prea strict definit.

Toate cele sase tipuri de prompt-uri sunt aplicabile in procesul educational, dar
alegerea depinde de obiectivele specifice ale lectiei si de nivelul de competenta al elevilor.
De exemplu: Semantica intrarii si Configurarea iesirii informatiilor sunt ideale pentru
activititi structurate si pentru elevi incepitori. Identificarea erorilor si Imbundtditirea
indiciilor sunt potrivite pentru dezvoltarea gandirii critice si a cercetarii independente, mai
ales in ciclurile superioare (liceu, universitate). Interactiunea si Gestionarea contextului
sunt utile pentru proiecte creative sau cercetdri focalizate, fiind eficiente in contexte
interdisciplinare sau specifice, cum ar fi studiul legislatiei Al in Republica Moldova.

Principala greseald a unui incepator este sa se bazeze In intregime pe raspunsul retelei
neuronale si sd nu includa gandirea critica. Este important de a evalua intotdeauna
raspunsurile modelului si de a filtra corect continutul. De exemplu, sa cereti sa vi se ofere
faptele pe care se bazeaza. Daca nu sunteti expert in domeniul studiat si nu Intelegeti daca
faptele sunt bune sau nu, atunci trebuie sa verificati suplimentar informatiile din alte surse.
In continuare sunt expuse cateva sfaturi pentru educatorii debitanti in Al pentru a scrie
corect prompt-urile.

v' Formulam prompt-uri clare si specifice. Definim clar obiectivul educational si
contextul, evitind ambiguitatile. De exemplu, in loc de ,,Explica fotosinteza”, folosim
~Explica procesul fotosintezei pentru elevi de clasa a VI-a, folosind un limbaj simplu
si exemple din natura”.

v’ Structuram prompt-ul logic. Includem instructiuni precise, cum ar fi lungimea
raspunsului, tonul sau formatul dorit (ex. listd, paragraf, tabel). De exemplu:
,Genereaza o lista cu trei beneficii ale energiei solare, explicdand fiecare in maximum
50 de cuvinte”.

v’ Testam si rafinam iterativ. EXperimentam cu variatii ale prompt-ului si analizam
raspunsurile pentru a identifica formularile care produc cele mai relevante rezultate.
Ajustam prompt-ul daca raspunsul Al nu indeplineste asteptarile.

v’ Integram contextul educational. Ne asiguram ca prompt-ul reflecta nevoile elevilor
st nivelul lor de intelegere. De exemplu: ,,Creeaza un quiz cu cinci intrebari de
matematica pentru elevi de gimnaziu, axat pe fractii, cu raspunsuri si explicatii’.

v Evitam bias-urile si promovam etica. Formulam prompt-uri care incurajeaza
raspunsuri incluzive si obiective, verificand daca limbajul folosit este neutru si nu
perpetueaza stereotipuri. De exemplu: ,,Descrie contributiile diverselor culturi la

dezvoltarea matematicii, fara a favoriza o regiune anume”.
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Analiza literaturii de specialitate in proiectarea prompt-urilor

In contextul expansiunii rapide a inteligentei artificiale generative, ingineria prompt-
urilor (prompt engineering) a devenit o disciplind esentiald pentru optimizarea
interactiunilor cu modelele de limbaj de mari dimensiuni. Acest compartiment analizeaza
situatia actuald in domeniul scrierii prompt-urilor, explorand atat fundamentele teoretice,
cat si aplicatiile practice descrise in literatura de specialitate. Prin revizuirea sistematica a
cercetarilor si a resurselor recente, aceastd sectiune isi propune sa evidentieze tendintele,
provocarile si strategiile eficiente care pot ghida educatorii debutanti in utilizarea prompt-
urilor pentru a maximiza performanta sistemelor Al in contexte educationale.

In acest context, Singh S. a publicat un articol care combina teoria si practica in
ingineria prompt-urilor, oferind strategii accesibile pentru educatori care doresc sa
optimizeze interactiunea cu modelele Al [2]. Suharyat Y. si Lusiana L. in sursa [3]
exploreaza beneficiile si provocarile utilizarii inteligentei artificiale Tn managementul
educational, subliniind necesitatea formarii cadrelor didactice pentru utilizarea
responsabild a tehnologiilor Al, inclusiv in proiectarea prompt-urilor. Sursa [4] reprezinta
un ghid detaliat care introduce conceptele de baza ale interogarilor eficiente pentru
ChatGPT, oferind exemple practice si tehnici pentru educatori debutanti in utilizarea Al.
Articolul din sursa [5] analizeaza ingineria prompt-urilor ca disciplind esentiald pentru
optimizarea interactiunii cu modelele de limbaj de mari dimensiuni, oferind sfaturi practice
pentru structurarea prompt-urilor clare si precise. Sursa [6] reprezinta o resursa online care
detaliaza tehnici avansate de inginerie a prompt-urilor, inclusiv utilizarea meta-prompt-
urilor si a etichetelor XML, utild pentru educatori interesati de personalizarea
interactiunilor cu Al. Orientarile din sursa [7] oferd cadrelor didactice sfaturi practice
pentru integrarea etica a Al in educatie, cu accent pe crearea prompt-urilor care sa
minimizeze riscurile de bias si erori. O analiza a impactului Al generative in educatie, cu
exemple de aplicatii practice pentru crearea de continut educational prin prompt-uri bine
formulate este prezentata in sursa [8].

Revizuirea literaturii de specialitate releva importanta crescanda a ingineriei prompt-
urilor ca instrument esential pentru optimizarea interactiunilor cu sistemele de inteligenta
artificiald, in special in contexte educationale. Cercetarile actuale subliniaza necesitatea
formuldrii precise si contextuale a prompt-urilor, evidentiind strategii care variaza de la
structurarea clara a cerintelor la integrarea principiilor etice pentru a minimiza bias-urile.
Desi literatura ofera o baza solidd de principii si practici, provocarile legate de
adaptabilitatea prompt-urilor la diverse modele Al si de formarea educatorilor in acest
domeniu raman prioritare. Aceastd analiza stabileste fundamentul pentru explorarea
viitoare a aplicatiilor practice si a metodelor inovatoare de proiectare a prompt-urilor,
esentiale pentru integrarea eficienta a inteligentei artificiale in educatie.
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Exemple de prompt-uri utilizate in contexte educationale

In continuare, voi prezenta cateva scenarii educationale extinse, Structurate pe
componentele cheie ale procesului educational, cu exemple concrete de prompt-uri
formulate corect. Tabelele 1-3 includ scenarii educationale pentru procesele de invétare,

predare si evaluare respectiv.
Tabelul 1. Scenarii de aplicare a prompt-urilor pentru procesul de invatare

Scenariu Exemplu prompt
Tutor adaptiv "Explica teorema lui Pitagora prin analogii vizuale pentru un elev de 14 ani cu
dificultati in geometrie. Include 2 probleme progresive cu solutii pas-cu-pas”
Exercitiu "Genereaza un dialog in engleza de nivel A2 despre comanda la restaurant. Adauga
interactiv spatii goale pentru conjugarea verbelor take si pay"
Asistent de "Rezuma capitolul 3 din lon de Liviu Rebreanu in max. 150 de cuvinte. Identifica 3
lectura teme principale si propune o intrebare critica"

Tabelul 2. Scenarii de aplicare a prompt-urilor pentru procesul de predare

Scenariu Exemplu prompt
Designer de "Creeaza o planificare a unei lectii de 45 min. cu tema. Fotosinteza (clasa a 6-a).
lectii Include: demo experimental, video sub 3 min, activitate grupad, fisa de evaluare"
Generator "Proiecteaza o fisa de lucru cu 5 probleme despre ecuatii de gradul I in context
materiale economie familiala. Grad de dificultate: mediu"
Creator de "Genereaza un test de 10 intrebari la istorie (Revolutia 1848) cu: 5 itemi de tip
evaluari grila, 3 - adevarat/fals, 2 — raspunsuri scurte. Include rubrica de corectare"

Tabelul 3. Scenarii de aplicare a prompt-urilor pentru procesul de evaluare

Scenariu Exemplu prompt
Feedback "Analizeazad acest eseu dupa criteriile: coerenta, argumentare, gramatica. Ofera
automatizat feedback constructiv cu puncte forte/imbunatatiri (maxim 300 de cuvinte)"
Corector "Corecteaza textele acestor 5 compuneri ale elevilor (nivel cls. a 8-a): identifica
lingvistic greseli de ortografie/structurad si sugereazad variante corecte"
Analizor de "Compara aceste 3 eseuri ale aceluiasi elev (luna septembrie vs decembrie).
progres Identifica imbundtdtivi in structura argumentarii §i vocabular"

In tabelul 4 sunt incluse modele de prompt-uri pentru alte scenarii integrate din procesul
educational asa ca proiectele interdisciplinare si evaluarea diferentiata a elevilor.
Tabelul 4. Scenarii integrate de aplicare a prompt-urilor

interdisciplinar

Scenariu Exemplu prompt
integrat Piupromp
Proiect "Creeaza un proiect stiinte-istorie (nivel liceu): Impactul Revolutiei Industriale

pe mediu. Include: cerinte pentru elev, resurse, rubrica evaluare, durata 2

saptamani"
Diferentiere "Genereaza 3 versiuni ale aceleiasi lectii de biologie (celula): a) pentru elevi
invatare vizuali b) pentru elevii cu CES c) nivel avansat. Fiecare versiune max. 1 pagina"
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Concluzii si recomandari

Analiza realizatd in cadrul acestui articol subliniaza rolul critic al ingineriei prompt-
urilor Tn maximizarea eficientei interactiunilor cu sistemele de inteligenta artificiala (Al)
in contexte educationale. Sectiunea introductivd a evidentiat necesitatea unei abordari
structurate pentru a sprijini educatorii in adoptarea tehnologiilor Al. Compartimentul
dedicat tipurilor de prompt-uri a clasificat principalele categorii — descriptive, instructoare
si exploratorii — oferind o intelegere clara a modului in care fiecare tip poate fi utilizat
pentru a atinge obiective educationale specifice. Analiza literaturii de specialitate a scos in
evidentd tendintele actuale si provocarile in proiectarea prompt-urilor, subliniind
importanta preciziei, contextului si consideratiilor etice pentru a evita bias-urile si a asigura
rezultate relevante. In final, exemplele practice de prompt-uri utilizate in contexte
educationale au ilustrat aplicabilitatea directd a acestor principii, demonstrand cum
formuldrile bine construite pot facilita nvatarea personalizatd, generarea de continut
educational si evaluarea elevilor. In urma analizei situatiei in domeniu venim si cu unele
recomandari:

- Dezvoltarea competentelor in ingineria prompt-urilor. Educatorii debutanti ar trebui
sa participe la programe de formare dedicate, care sd includa ateliere practice pentru
proiectarea si testarea prompt-urilor, pentru a intelege mai bine impactul formularii
asupra raspunsurilor generate de Al

- Adoptarea unei abordari iterative. Se recomanda testarea si rafinarea continud a
prompt-urilor, utilizand feedback-ul obtinut din interactiunile cu sistemele Al pentru
a optimiza claritatea si relevanta rezultatelor.

- Integrarea principiilor etice. Educatorii trebuie sa prioritizeze formularea prompt-
urilor care promoveaza incluziunea si reduc riscul de bias, asigurandu-se ca
interactiunile cu Al respecta standardele etice in educatie.

- Utilizarea diverselor tipuri de prompt-uri. In functie de obiectivele educationale,
educatorii ar trebui sa experimenteze cu combinatii de prompt-uri descriptive,
instructoare si exploratorii pentru a sprijini invatarea activa si creativitatea elevilor.

- Colaborarea interdisciplinara. Se incurajeaza colaborarea cu experti in Al si alti
educatori pentru a dezvolta baze de date cu prompt-uri eficiente, care sa poata fi
partajate si adaptate in diverse contexte educationale.

- Monitorizarea evolutiei tehnologiei AI. Avand in vedere ritmul rapid al inovatiilor in
domeniul Al, educatorii ar trebui sd se mentind la curent cu noile dezvoltari in
ingineria prompt-urilor prin accesarea resurselor actualizate, cum ar fi cele oferite de
platforme precum https://x.ai/grok.

Aceste recomandari oferd un cadru practic pentru integrarea ingineriei prompt-urilor

in practica educationala, contribuind la formarea unor medii de invatare inovatoare si

eficiente, sustinute de tehnologiile Al.
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Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementarii TIC in

procesul de studiere a stiintelor reale din perspectiva conceptului STEAM si Inteligentei Artificiale”, codul
040101, din cadrul Programului institutional de cercetare (2024-2027), aprobat prin Ordin MEC nr. 102
din 01.02.2024.
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Rezumat. Articolul examineaza integrarea Gandirii Computationale si a Gandirii Statistice in curriculumul
modern la informatica, evidentiind rolul lor transdisciplinar in alfabetizarea digitald si dezvoltarea
competentelor cognitive, etice si creative. Sunt analizate procesele fundamentale ale GC — gandirea
algoritmicd, modelarea computationald si invatarea automatd si complementaritatea acestora cu gandirea
statistica pentru analiza datelor si luarea deciziilor bazate pe dovezi. Articolul propune recomandari pentru
implementarea curriculumului la toate nivelurile de invatamant, inclusiv module dedicate Al si Big Data,
resurse digitale deschise, invdtare prin proiecte, subliniind importanta echilibrului intre competentele
tehnice si cele umaniste.

Cuvinte-cheie: Gandire computationala, gandire statistica, curriculum, gandire algoritmicd, Inteligenta
artificiald, BigData, Internetului Lucrurilor.

THE ROLE OF COMPUTATIONAL THINKING AND STATISTICAL

THINKING IN MODERNIZING THE COMPUTER SCIENCE CURRICULUM
Abstract: The article examines the integration of Computational Thinking and Statistical Thinking into the
modern computer science curriculum, highlighting their transdisciplinary role in digital literacy and the
development of cognitive, ethical, and creative skills. It analyzes the fundamental processes of
Computational Thinking — algorithmic thinking, computational modeling, and machine learning and their
complementarity with Statistical Thinking for data analysis and evidence-based decision making. The
article proposes recommendations for implementing the curriculum across all educational levels, including
dedicated Al and Big Data modules, open digital resources, project-based learning, emphasizing the
importance of balancing technical and humanistic competencies.

Keywords: Computational Thinking, Statistical Thinking, Curriculum, Algorithmic Thinking, Artificial
Intelligence, Big Data, Internet of Things

I. Premise pentru adoptarea unei noi paradigme curriculare
Ultima revolutie industriala, marcata de aparitia inteligentei artificiale, a Big Data si
a Internetului Lucrurilor (IoT), determina schimbari sociale si economice profunde. Aceste
transformari solicita scolii nu doar formarea unor competente tehnice precum programarea
sau matematica, ci si cultivarea unor abilitati cognitive si umaniste, precum gandirea
critica, etica si creativitatea.
In acest context, in reforma curriculari devin fundamentale dou directii:
1. Gandirea computationald (GC) — ca metoda de rezolvare sistematica a problemelor
prin algoritmi, abstractizare si modelare.
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2. Gandirea statisticd — ca fundament pentru intelegerea datelor, a incertitudinii si a
deciziilor bazate pe dovezi.

Cooperarea Economica Asia—Pacific (APEC), prin proiecte precum ,,Matematica
incluziva pentru sustenabilitate intr-o economie digitala” (InMside), dar si organizatii
internationale de prestigiu precum Organizatia Natiunilor Unite pentru Educatie, Stiinta si
Cultura (UNESCO) si Organizatia pentru Cooperare si Dezvoltare Economicda (OECD),
contribuie activ la promovarea politicilor educationale inovatoare, la schimbul de bune
practici si la sprijinirea statelor membre in adaptarea sistemelor de Tnvatamant la cerintele
societatii cunoasterii si ale economiei digitale [1-2].

Il. Tranzitia de la competentele secolului XXI la competentele specifice erei digitale

La inceputul secolului XXI, globalizarea si dezvoltarea retelelor internationale prin
Internet au transformat economia mondiala, ficand societatea mai competitivd si mai
provocatoare. In acest context, OECD [3] a propus competentele necesare pentru o viati
de succes si o societate functionala.

In prezent, toate economiile implementeazi curriculumuri orientate spre dezvoltarea
competentelor secolului XXI. La evenimentul international organizat sub egida retelei
Human Resources Development Working Group — Education Network (HRD-EdNet), parte
a cooperarii economice Asia-Pacific (APEC) din Chile [4], dr. Habibah Binti Abdul Rahim
(Malaezia) a prezentat un cadru curricular inovator, in care competentele necesare pentru
educatia 1n era digitald au fost structurate In trei categorii: competente cognitive,
competente soft si competente hard.

Acest model se coreleaza cu alte cadre curriculare, precum cel al Japoniei adoptat in
2017, care are trei piloni [5]:

v" Hard skills - dobandirea cunostintelor si abilitatilor.
v Cognitive skills - dezvoltarea gandirii, judecatii si exprimarii.
v" Soft skills - formarea motivatiei pentru invatare si a trasaturilor umane.

Aceste principii se regdsesc si in standardele educationale din Asia de Sud-Est pentru
matematica si stiinte (SEA-BES, 2017), unde accentul cade pe formarea caracterului si pe
gandirea de nivel inalt (conform Taxonomiei Bloom) [6].

Aceste cadre curriculare generale raspund recomandarilor OECD, dar au fost
dezvoltate si ca reactie la provocarile celei de-a patra revolutii industriale, marcate de
inteligenta artificiala si Big Data.

In anul 2010, educatia a fost influentatd de doud miscari majore:

v Internet of Things (10T) — care a dus la trecerea de la educatia STEM la educatia

STEAM, punand accent si pe arta si creativitate.

v A patra revolutie industriald, marcata de Al si Big Data.
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UNESCO, in 2019, prin Beijing Consensus, a recomandat guvernelor sd integreze Al
in politici educationale, sa sprijine noi modele de invatare personalizata, sa foloseasca date
relevante pentru politici bazate pe dovezi, sd pregateasca forta de munca pentru era Al si
sa promoveze utilizarea echitabila si eticd a tehnologiilor [7].

Proiectul APEC ,,Inclusive Mathematics for Sustainability in a Digital Economy”
(InMside) a subliniat ca reforma curriculara trebuie sa vizeze umanitatea si gandirea critica,
nu doar programarea. Astfel, sunt necesare atat competente de programare si matematica
(hard skills), cat si cele de judecata, valori, caracter (soft si cognitive skills).

In 2018, cercetatorul Isoda [8] a propus trei tipuri de competente umanist-sociale:

v de a conduce - capacitatea de a crea valori noi pentru societatea 5.0.

v" de a lucra - capacitatea de a anticipa viitorul si de a folosi Al si robotii in mod
responsabil pentru o societate functionala.

v’ de a trai - capacitatea de a trai in scop personal si umanist in societatea digitala.

e ———- CURRICULUM REFORM FRAMEWORK MODEL [w s s s s s

Statistical thinking

dupjuiyy jeuoneindwo)

Conceptual framework
)\

Development framework

Figura 1. Curriculum Framework for Era of Al and Big Data on InMside

Ministerul Economiei din Japonia in 2019 a subliniat rolul matematicii si informaticii
ca fundament al ,capitalismului matematic”, necesare pentru inovatie si dezvoltare
economica. Documente internationale din Marea Britanie, Australia si Franta confirma
importanta stiintelor matematice pentru analiza de date, modelare si simulare.

Potrivit Ministerului Economiei, Comertului si Industriei (METI) din Japonia [9],
dezvoltarea capitalului uman de varf necesitd o educatie matematicd avansatd si

competente in informaticd, esentiale pentru economia digitala si utilizarea Al si Big Data.
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Aceastd abordare este sustinutd si de documente internationale, precum Era Matematicii si
studiul Australian Academy of Science privind importanta stiintelor fizice si matematice
pentru economie [10].

Cercetatorul Lew [11] a analizat Al din mai multe perspective:

umanista — Al ca patrimoniu al umanitatii;

viata cotidiand — Al integrata in activitatile zilnice;

dezvoltare personala — Al ca instrument de invatare si rezolvare a problemelor;

RN NIRN

dezvoltare sociala — Al schimba societatea si viitoarele locuri de munca.
Astfel, gandirea computationald si gandirea statistica se intdlnesc la punctul comun
al acestor competente, furnizand atit instrumente logice si tehnice, cat si fundamente

pentru luarea deciziilor responsabile si informate intr-o societate tot mai orientatd cétre

date (fig. 1).

I1l. Gandirea computationali si gandirea statistica — competente transdisciplinare
pentru alfabetizarea digitala

Organizatii internationale precum UNESCO recunosc (dndirea Computationala
drept o competentd esentiald pentru cetatenii societatii digitale. Aceasta ne Invata sa
rezolvam probleme prin utilizarea inteligenta a calculatoarelor si a tehnologiilor moderne,
indiferent daca exploram universul matematicii, complexitatea biologiei, subtilitatile
stiintelor sociale sau frumusetea limbajului.

Gandirea computationald (GC) are radacini istorice ce se intind de la conceptele
filosofice ale lui Leibniz si Ramon Lull, pand la dezvoltarea masinii universale a lui Turing
[4]. In prezent, GC este definitd, conform Jeannette Wing [12], ca procesul de formulare a
problemelor si exprimare a solutiilor intr-o manierd care permite executarea acestora de
un calculator, fie el uman sau mecanic, subliniind astfel rolul sau transdisciplinar in
educatia contemporana.

Conform definitiei lui Brennan si Resnick [13], GC reprezinta un ansamblu de
competente cognitive ce cuprind decompozitia problemelor, identificarea tiparelor,
abstractia si constructia algoritmilor. Aceste elemente functioneaza impreund Intr-un
proces sistematic de rezolvare a problemelor, oferind un cadru metodic pentru abordarea
provocdrilor complexe.

Astfel, elementele cheie ale GC includ decompozitia, recunoasterea tiparelor,
algoritmizarea si abstractia, iar procesul implica si reprezentarea datelor, preprocesarea,
modelarea, simularea si automatizarea solutiilor. Prin practicarea sistematica si repetitiva
a acestor abilitdti, elevii dezvoltd competente fundamentale in rezolvarea problemelor
complexe, caracterizate prin eficienta si creativitate. Aceasta pozitioneaza gandirea
computationala drept o competenta transdisciplinarda esentiala pentru educatia

contemporana si pentru functionarea optima in cadrul societatii digitale.
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GC nu se limiteaza la dimensiunea sa tehnica, ci implica interconexiuni cu domenii
precum epistemologia, etica si intelepciunea practica. Formarea elevilor In acest sens
presupune constientizarea unor aspecte importante precum:

v' responsabilitatea morala si dilemele etice (ex.: situatii critice in cazul masinilor
autonome);

v" riscul prejudecatilor algoritmice (de gen, etnice etc.);

v" rolul tehnologiei in construirea unei societati sustenabile si echitabile.

Astfel, putem afirma cd gandirea computationald depaseste limitele programatrii,
constituind un mod de gandire integrat ce uneste analiza, creativitatea, dimensiunea etica
si responsabilitatea in utilizarea tehnologiei. In asa mod ea devine o conditie esentiala
pentru formarea noilor generatii, pregatite sd se adapteze si sd inoveze intr-0 societate
digitala marcata de complexitate si imprevizibilitate.

Literatura de specialitate identifica trei procese fundamentale ale gandirii
computationale [14] pe care elevii trebuie sa le dezvolte:

v’ gdndirea algoritmica, denumita si gandire computationala traditionala [15];
V' modelarea computationald,
v’ gdndirea bazata pe invatarea automata (machine learning).

Aceste procese, desi nu sunt suficiente in sine, constituie conditii indispensabile
pentru formarea elevilor ca viitori cetateni activi si responsabili intr-o societate digitala
complexa.

Gdndirea algoritmica se manifestd atunci cand individul identifica modele repetate
in probleme si elaboreaza un set de reguli generalizate pentru rezolvarea acestora, evitand
astfel necesitatea de a regandi procesul de fiecare dati. In esenta, ea presupune construirea
unui algoritm sau a unei proceduri rationale. Aceastd formd de gandire este frecvent
utilizatd atat in rezolvarea problemelor, cat si in programarea pe calculator, reprezentand
dimensiunea cea mai vizibila si usor de recunoscut a gandirii computationale.

Modelarea computationala reprezintd o formulare matematica a unui fenomen sau
sistem, care este implementatd si analizatd prin intermediul metodei computationale.
Aceastd formd de gandire permite elevilor sd inteleaga si sd prevadd comportamente
complexe, sa testeze scenarii si sd dezvolte solutii bazate pe reguli si algoritmi, contribuind
astfel la dezvoltarea competentelor de analiza si rationament logic.

Invitarea automatd reprezinti o ramuri a inteligentei artificiale prin care algoritmii
invata sa indeplineasca sarcini fard a fi programati explicit, identificand tipare in date si
efectuand deductii. Potrivit lui Jordan [16], invatarea automatd integreaza concepte din
statisticd, informatica si alte discipline pentru a proiecta algoritmi capabili sd proceseze
date, si realizeze predictii si sd sprijine luarea deciziilor. In acest context, invitarea

automata este o componenta esentiala a stiintei datelor, impunind competente integrate in
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matematicd si statisticd, programare si cunostinte de domeniu pentru formularea modelelor,
implementarea algoritmilor si interpretarea corecta a rezultatelor.

Gandirea computationala dezvolta abilitatea de a identifica tipare si a construi
algoritmi pentru rezolvarea problemelor, oferind baza pentru inteligenta artificiald, care
combind GC cu modele computationale si machine learning pentru ca sistemele sa ia
decizii inteligente si sd proceseze date complexe.

Gandirea statisticdA completeazd competentele dezvoltate prin  gandirea
computationald, oferind elevilor instrumentele necesare pentru intelegerea variabilitatii si
imprevizibilitdtii, colectarea si prelucrarea responsabild a datelor, interpretarea critica a
vizualizarilor si a concluziilor, precum si aplicarea analizei statistice in contexte reale, de
la sanatate si economie pana la mediu. Prin integrarea acestor abilitati, elevii dobandesc un
cadru transdisciplinar, in care analiza datelor si construirea algoritmilor se completeaza
reciproc, facilitind luarea deciziilor bazate pe cunostinte si dovezi Intr-o societate digitala
tot mai complexa. Reforma curriculard trebuie sd reflecte aceastd interconexiune,
combinand gandirea computationala si gandirea statistica cu dimensiunea eticd si umanista,
astfel incat elevii sa fie pregatiti nu doar sd programeze, ci si sa inteleagd impactul

inteligentei artificiale si al Big Data asupra vietii si societatii.

IV. Integrarea gandirii computationale si gandirii Statistice in curriculumul modern

Tin Lam [17] a abordat problema daca gandirea Computationala ar trebui predata ca
disciplina de sine statatoare sau integratd in discipline existente, in timp ce Ulap [18] a
subliniat ca scopul curriculumului K-12 (destinat elevilor din clasele K (Kindergarten —
nivel prescolar) pana la clasa a 12-a) la matematica era dezvoltarea competentelor de
rezolvare a problemelor si a gandirii critice. Pentru a realiza aceste obiective, a fost
necesard elaborarea unui Cadru de Reforma Curriculara care sda ghideze procesul de
dezvoltare, proiectare si implementare a curriculumului la nivel primar, gimnazial si liceal
in economiile membre APEC.

In acest context, ,Cadrul general pentru gandirea computationald si gandirea
Statistica” propus in proiectul InMside [4] reprezintd un raspuns strategic, deoarece
evidentiaza necesitatea integrarii gandirii computationale si a gandirii statistice ca piloni
fundamentali ai educatiei in era digitala. Aceasta abordare unificata raspunde provocarilor
actuale generate de complexitatea problemelor sociale, stiintifice si tehnologice, oferind
elevilor si studentilor competente care depasesc limitele unei singure discipline.

Astfel, gindirea computationald asigurd instrumentele de modelare si automatizare a
proceselor, in timp ce gandirea statisticd permite interpretarea criticd si fundamentata a
datelor. Impreuna, ele construiesc un cadru transdisciplinar ce imbina analiza, creativitatea
st luarea deciziilor bazate pe date, sprijinind formarea unor cetateni si profesionisti capabili

sa contribuie activ la dezvoltarea sustenabila a societatii digitale.
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Acest cadru a oferit baza metodologica necesara pentru integrarea coerentd a gandirii
computationale si a gandirii statistice in curriculumul modern (fig. 1), facilitand
dezvoltarea competentelor digitale si statistice esentiale pentru alfabetizarea digitala si
pentru pregatirea elevilor la toate nivelurile de invatamant, de la primar pana la liceu, in
fata provocdrilor societatii bazate pe date.

Un curriculum modern trebuie sa fie transdisciplinar si sa combine:

v" Géndirea computationali pentru modelarea si rezolvarea problemelor;
v" Gandirea statistica pentru interpretarea datelor;
v Etica si umanitatea pentru orientarea deciziilor tehnologice.

Concluzii si recomandari

Curriculumul modern la Informatica trebuie sa se raporteze la realitatile educationale
si economice ale erei Al si Big Data, punand accent pe competente transferabile si
transdisciplinare. Gandirea computationald si gdndirea statistica nu sunt doar instrumente
tehnice, ci modalitati de structurare a rationamentului si de intelegere critica a informatiei.
Astfel, ele devin esentiale pentru formarea unei culturi digitale care sa asigure echilibrul
intre progres tehnologic si responsabilitate sociala.

Curriculumul trebuie sa fie compatibil cu tendintele globale (UNESCO, OECD,
APEC) si sa urmareasca alfabetizarea digitala ca o competentd de baza a cetdteanului
secolului XXI. In acest sens, se recomanda:

» [ntroducerea in curriculum a unor module dedicate Inteligentei Artificiale, Big Data
si securitatii cibernetice, adaptate nivelului cognitiv al elevilor, pentru a le oferi
competente relevante n raport cu transformarile pietei muncii si cu provocdrile
societatii digitale.

»  Promovarea invatarii prin proiecte si abordare interdisciplinarg, care sa stimuleze
creativitatea, colaborarea si aplicabilitatea practica a conceptelor informatice in
contexte reale.

= Crearea unor resurse educationale digitale deschise (manuale interactive, simulari,
platforme de programare vizuald), accesibile tuturor elevilor si profesorilor, pentru a
sprijini echitatea si incluziunea digitala.

»  [mplementarea unor metode de evaluare autentica (portofolii digitale, proiecte
colaborative, simuldri), care sa reflecte competentele dobandite si sa valorifice
procesul de invatare, nu doar memorarea cunostintelor teoretice.

»  Dezvoltarea unor programe nationale de formare pentru profesori in domeniile
emergente ale informaticii si pedagogiei digitale, pentru a consolida rolul cadrelor
didactice ca facilitatori ai invatarii inovatoare.

»  Asigurarea unui echilibru intre competentele tehnice §i cele umaniste: pe langa
programare, modelare si analiza a datelor, accentul trebuie pus pe etica, gandire
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critica si responsabilitate sociala, astfel incat absolventii sa devina nu doar utilizatori

avansati de tehnologie, ci si cetateni responsabili ai societdtii digitale.

Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementarii TIC in

procesul de studiere a stiintelor reale din perspectiva conceptului STEAM si Inteligentei Artificiale”, codul
040101, din cadrul Programului institutional de cercetare (2024-2027), aprobat prin Ordin MEC nr. 102
din 01.02.2024
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Rezumat. In lucrare se vor prezenta diverse metode pentru demonstrarea inegalitatilor, utilizand
proprietatile functiilor convexe sau concave.
Cuvinte cheie: functie convexa, functie concava, inegalitate.

USING THE PROPERTIES OF CONVEX/CONCAVE FUNCTIONS
FOR PROVING INEQUALITIES

Abstract. The paper will present various methods for proving inequalities, using the properties of convex
or concave functions.
Keywords: convex function, concave function, inequality.

Introducere

Functiile convexe joacd un rol important in multe domenii din matematica, de
exemplu in probleme de optimizare, in rezolvarea inecuatiilor si in rezolvarea anumitor
ecuatii. Vom prezentata diverse metode de demonstrare a inegalitatilor, utilizand

proprietatile functiilor convexe/concave.

Cateva notiuni de baza
Definitie: Fie | =R un interval. O functie f :1 — R este convexd daci Vx, yel, 1€(0,1]

avem f(L-A)x+Ay)<@A-2)F(X)+Af(y).
Daca inegalitatea este strictd (X =Y, A e (0,1)) , atunci functia este strict convexa.
Functia este concava (strict concava) daca — f este convexa.

Functiile simultan convexe si concave sunt cele afine.

Daca f:1 >R ,l R estede doua ori derivabila un criteriu util de stabilire al convexitatii
functiei este derivata a doua a functiei. Mai exact daca f”>0 pe | atunci f este convexa
pe | sievidentdacd f"<0 pe | atunci f este concava pe L.
Exemple:

a) f:R—>R, f(x)=e" este strict convexa

b) 0: (0,+oo)—> R, g(xX) =Inx este strict concava

¢) functia f:R—R, f(x)=x* este strict concavi pe (—oo, 0) si convexi pe (0, +o0)
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d) f:(0,+0) >R, f(x)=xe* este convexa. Intr-adevar functia f, este de doua ori
derivabild pe (0, +0) si f"(x)=e*(x+2) >0, Vx>0,
e) functia g:R — R, g(x) =—Vx* +1 este concava si g"(X) = SN S <0
(x2 +1Nx* +1
f) fie h:(0,+0)—>R, g(x)=x*Inx, h"(x)=2Inx+3. Din tabelul de semn rezulti ci

derivata a doua nu are semn constant pe (0, +).

3 3
Asadar, functia este concava pe [O, e 2] si convexa pe intervalul (e 2, +ooJ. Pe intervalul

de definitie h nu este nici concava nici convexa.
Daca f este strict convexa atunci nu neaparat derivata a doua a functiei este pozitivd asa

cum aratd exemplul functiei f:R—R, f(x)=x", f este strict convexa fard ca derivata a

doua sa fie pozitiva.

A 1. .. e . . . e g .
Luand 2 =5 in definitia convexitatii obtinem o inegalitate utila: daca f este o functie

convexa pe un interval I atunci f(xz y]é f(x)42- fy), Functiile convexe au proprietatea ca

punctele oricarei portiuni de pe grafic se afla sub punctele corespunzatoare coardei sau pe
coarda. In cazul functiilor concave punctele oricarei portiuni de pe grafic se afla deasupra

punctelor corespunzatoare coardei sau pe coarda.

\-

\
\

\

P
\
\
\
O\
\-\_'\.
\

\
-
\\
——

Teorema: Fie f:1 >R, | =R o functie derivabild. Atunci:
i) f este convexa daca si numai daca f(x)> f(a)+ f'(a)(x—a), Vx,ael
1) f este strict convexa daca si numai dacd f(x)> f(a)+ f'(a)(x—a), Vx,ael, x=a
Demonstratie:
i) Necesitatea: presupunem ca functia f este convexa. Fie x,acl, x=a, A¢ [O, 11 Atunci:
f(a+A(x—a))=f(1-2)a+Ax)<(1-2)f (@) +Af (x) = f (@) + A(f (x) - f (@)
fla+A(x—a)-f(a))
A(x—a)
Demonstratia se inchide trecand la limita dupa 4 —0.
Suficienta: Fiex,y e I, 1<]0, 1}

de unde avem: (x—a)< f(x)- f(a)
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Conform ipotezei: f(x)> f ((1— )X+ y)+ F(A-)x+2y)-(x—y)- 4

f(y) > F(Q-A)x+2ay)+ F((L-)x+2y)- L= 2)-(x~-y)
Inmultind prima relatie cu 1- 1 si cea de a doua cu A obtinem:
(1—A)f (x)+ Af (y) > f((1—2)x+Ay), ceea ce ne aratd cd functia f este convexa.

ii) Necesitatea:

f(a+A(x—a))+ f(a)
A

f(a+A(x—a))-f(a)> f'(@) + A(x—a)

prin urmare , f(x)— f(a)> f'(a)(x—a), Vx,ael, x=a

<f(x)- f(a)

Proceddm ca la punctul i) si obtinem

Suficienta se demonstreaza asemanator ca la punctul i).m
Remarcam faptul ca o functie convexa poate sa nu fie continua si daca este continua poate
1, x=0 sau x=1

si functia modul.
0, xe (O, l)

sd nu fie derivabild. Ca exemple avem functiile f(x)= {

Functiile convexe sunt insa continue in toate punctele interioare ale intervalului de definitie
si in aceste puncte au derivate laterale finite. Multimea punctelor de nederivabilitate ale

unei functii convexe este cel mult numarabila.

Propozitia 1: Fie f:1 - R o functie convexd. Pentru orice x<y<zdin I are loc
relatia: 1O~ FO) _ f@-1(9)
X—y z-y

Demonstratie: Considerdm y ca o combinatie convexd de x si z, adica y=(1-A)x+ 4z cu
2 €(0, 1). Relatia de demonstrat se reduce la definitia proprietitii de convexitate.m

Lema: Fie f:1 —R si | «Run interval. Atunci functia f este convexad daca si numai

daca:
1x f(x)
1y f
X y f((y)) 1x f(x)
z f(z
Tl >0, VX,y,ze |l distincte. Sau echivalent Ly f(y)[>0, VX,y,zel, x<y<zZ.
XX 172 (2)
lyy*
1z z?
1x f(X)
Demonstratie: Conditia Ly f(y)| >0, VX,y,zel, X<y <z este echivalenta cu:
1z f(2)

Z-NTX)-(Z-x)f(y)+(y-x)f(2)=0, Vx<y<z
Putem scrie pe y ca o combinatie convexi de Xsi z: y=(1-A)x+1z, VA<[0,1]
f fiind convexa rezultd ci f((1-A)x+4z)<(@-2) f(x)+Af (2). 4
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f0-f@
Xx—a '

Functiei f:1 — R 1i asociem o noud functie s, :1\{a} >R, s, (x) =

Teorema (Galvani): Fie f o functie reala definita pe un interval | . Atunci f este

convexa (respectiv strict convexd) dacd si numai dacd functia asociata

f(x)—f(a - . . <
s, . 1 \{a}—> R, s,(X)= M,a e | este crescatoare (respectiv strict crescatoare).
X—a

1x f(x)
Ly f(y)
Adica, S.(Y)—s.(x) _[La f(a)
y —X 1x x?
lyy’
laa’

>0,Vx,y,ael.

Demonstratie teoremei rezultd din lema anterioara.

Functiile convexe constituie o clasd importantd de functii ce oferd numeroase
inegalitati. Vom prezenta n continuare cateva proprietati de baza ale functiilor convexe si
concave utile Tn multe aplicatii.

Propozitia 2:
a) suma a doua functii convexe (concave) este o functie convexa (concava)
b) produsul dintre o functie convexa si o functie constantd pozitiva este o functie
convexa.
c) Daca g:1—>J, f:J—>R, I,J<R, g convexa si f convexa si crescatoare atunci
f o g este convexa
d) Daca g este inversa lui f atunci au loc urmatoarele afirmatii:

e fconvexa si crescatoare = g concava si crescatoare

o fconvexa, descrescatoare = g convexa descrescatoare

e fconcava, descrescatoare = g concava descrescatoare
Demonstratie:

a) Fie g:1 ->R, f:1 - R doua functii convexe (se demonstreaza analog pentru cele
concave). Dacd x;, X, €l, A€ [0, 1] din definitia convexitatii avem:

f(L—2)x + A%, ) < (L= 2)F (%) + A (%,)

9((L—-2)x +A%,) < (1-A)g(x,) + Ag(X,)
prin adunarea celor doud inegalitati obtinem:

(F+gN@-Ap +2%,) < @-2NF +9)x) +A(F +g)x,)
b)fie f:J >R, IcR, g:1 >R, g(x)=c, ¢>0.Fie x, %, €l, 1€[0,1]
(f-gN@- A% +a%,)<(@-2)c F)x) +A(c T )(x,)

c) Fie x, x, €1, 1€[0,]
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(f © gX(l_;t)Xl +/1X2): f (g(l_ﬂ’)xl "'/b(z)S (1_/1)(f ° g)(xl)+ l(f ° g)(xz)
deoarece g este convexa pe [ ¢ ((1—/1)xl + AX, ) < (1—Z)g(xl) +Ag(x,) iar f este crescatoare.

Aplicand f la inegalitatea precedenta se obtine ce avem de demonstrat. m

Propozitie 3: Daca f:1 ->R, | R un interval, este o functie neconstanta si convexa

atunci f nu-si poate atinge valoarea cea mai mare in interiorul intervalului.
Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd ca f isi atinge valoarea cea mai mare

in x, In interiorul intervalului. Cum f nu este constantd rezultd cd x, poate fi inclus intr-
un interval (x,, X,), al. X, <X, <X, si cel putin la capetele intervalului f sd fie strict mai
micd decat f(x,).Fie f(x)<f(x,), f(x,)<f(x)-

Punem x, = (1— A)x, + AX, si inmultind prima inegalitate cu 1~ si a doua cu A obtinem

(L= A)F (%) +AF (x,) < f(x,) = F([L—-A)x, +x,) relatie ce contrazice convexitatea functiei /. m

Exploatarea definitiei si proprietatilor functiei convexe / concave

COSX

1) Fie X un numdr real astfel incat 0 < x < % . Aritati cd (sin x)™ < (cos x)**.

AMM, problema 10261
Solutie: Prin logaritmare inegalitatea devine In(cosx)—tg xIn(sin x)>0.

Fie a,b,AeR, a>0,b>0, A e (0,1). Functia logaritm natural este strict concava, aplicand
definitia se obtine In(la+(1—A))>Alna+(1-1)inb.

Fie X un numir real astfel incat 0<x<Z , punand a=sinx, b=sin x+cosx, A =tgx
4
inegalitatea devine In(cosx)> tg xIn(sin x)+ (L—tg x)In(sin x +cos x).

Observam cd tg x <1 iar sin X+ CosX = \/Ecos(%— xj >0.

2) Comparati tg(sin x) cu sin(tg x), x [0, gj

_ cos® x —cos(tg x)cos’(sin x)

Solutie: Fie f(x)=tg(sin x)—sin(tgx), f'(x) c05? xCos*(tg x)

Fie O<X<artg%. Din concavitatea functiei cosinus pe intervalul (O, %) avem

tg X+ 2sin x

3/cos(tg x)cos? (sin x) < = [cos(tg x)+ 2 cos(sin x)] < Cos === < COSX.

Wl

Ultima inegalitate rezulta din

!

(tgx+28Ian =1{ 12 +2cosx}zl\/ 12 COSX-COSX =1.
3 3] cos” x Cos™ X

© Viespescu CarinaMaria, Ilinca Sebastian Petrisor, 2025 249



Proceedings of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics,
Section Education, CAIM 2025, Bucharest, Romania, September 18-21, 2025

Asadar, cos® x —cos(tg x)cos?(sin x)>0 deci f'(x)>0. Deci, functia este crescitoare pe

{0, artg %} . Pentru a incheia demonstratia este suficient sa punctam ca

2
T

T
tg{sin[arctg %ﬂ =1g 2 tg % >1
1+ —
4

Daca x e [artg g %} atunci tg(sin x)> 0 si atunci f(x)>0.

O inegalitate deosebit de utila si la care vom apela de multe ori este urmatoarea:
3) Fie f:[0,1]— R o functie concavi crescitoare astfel incat f(0)=0, f(1)=1. Aratati cd

f(x)f*(x)<x*, wxel0,1]

Solutie: Fie 0<a<b<1. Punand t = 2 si folosind definitia functiei concave obtinem

a

fa)> & (b)+(b-2a)f(0) _af(b)
b b

Dacd x=a, b=1 obtinem f(x)>x sicum ™ este crescitoare avem x = f *(f(x))> f *(x)

(1 () 0010

Pentru x=b=0, a=f *(x) obtinem x = f , adica

f(x)f *(x)<x?, vxelo,1].
4) Fie a,b,u,v numere nenegative astfel incat a°+b®> <1 u®+v°><1. Aratati ca
a’u® +b%® <1.
Solutie: Folosim inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica:

2a° +3u® _ a’+a’+u+u’+u’ 5 /2l = a2y
5 5 B

5 5
2b+3\/ > b2V3

2a° +3u° 2b°+3v° 2-1+3-1
< + = =
5 5 5

a’u® +b?3 1

. .. . a+b_ [a®+b* . : : e o
5) Aratati ca: 5 < 5 (inegalitatea dintre media aritmetica si media patraticd).
Solutie: Functia f:[0, )R, f(x)=x* este convexd. Aplicand rezultatul * daci f este

convexa pe un interval atunci f (X; yj < f (X); ) « obtinem inegalitatea dorita.

Prin inductie se tindnd cont si de convexitatea functiei f :[0, 0)—> R, f(x)=x" se poate

k k K
generaliza: 217 %2 8 <"\/al +a, 4.+,

n n
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1 1
6) Aratati ca ee + ew > 2es.

[

1
Solutie: Consideram functia f(x) = ex, x > 0.
1= " 12 1
fl)=——ex<0,f (x) =ex(5+2) >0,
rezultd ca feste convexa descrescitoare f—(e):f ™ > f (“T")

Pe de alta parte HTR < 3, iar f fiind descrescatoare f (HT”) > f(3).
In anul 1965 profesorul Tiberiu Popovici publica urmitoarea inegalitate:
7) Teorema (inegalitatea Tiberiu Popovici): Fie f:1 — R o functie convexa si a,b,c

puncte din intervalul | . Atunci

) (e 12} 12 7]

Demonstratie: Stim ca f :1 — R este o functie convexa, atunci
f(ca+ fo)<aof (@)+ f(b) vabel, a,fel01] a+p=1.

Folosind acest rezultat vom demonstra teorema. Pentru inceput observam ca inegalitatea

a+b+c a+b+c
sa

este simetrica in a,b,c. Presupunem ca a <b <c. Putem avea b < ub>

Daca bsa+b+c avem ordonarile: a+b+c£a+c£c’ a+b+c£b+c£c
3 2 3 2
Consideram combinatiile convexe:
a+c:aa+b+c+ﬂc, a+f=1
2 3
b+c:/1a+b+c+ﬂc’ A+ =1
2 3
Prin adunarea celor doud inegalitati obtinem:
a+b+2c:(/1+a)a+b+c+(2_/1_a)cz(/1+a)a+b—20+20:a+b—2c:(ﬂ+a)a+b—20

2
Deci, a+}t:§.

a+b+c
3

Din convexitatea functiet f se obtine: f(%}éaf(

)+(1-a)f(c),

f(b;_c}Saf(a+2+c)+(l—0()f(C), f(a;bjgéf(a)_F% f(b). Adunand aceste relatii

obtinem f(a—+bJ+ f(b”}r f(“ajslf(a)+1f(b)+1f(a)+§f(a+b+c).
2 2 2 2 2 2 2 3

N . 2 . . e - A
Inmultind acest rezultat cug se obtine inegalitatea dorita. Analog, se trateaza cazul cand

b a+b+c_

3 =
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Considerand functia convexa f :(0,0) - R, f(x) = 1 si aplicand inegalitatea lui Popoviciu
X

obtinem inegalitatea 1+1+1+ d > 4 + 4 + 4 ,a,b,c>0.
a b ¢ a+b+c a+b b+c c+a

Inegalitatea 64abc(a+b+c) < (a+b)®+(b+c)® +(c+a)? a,b,c>0se obtine prin aplicarea

inegalitatii lui Popoviciu functiei f (x) =—Inx, pentru x> 0.

) [ ) 1+sin x 1+sinx? | 1+siny?
8) Fie x,y €| 0, z , X# Y. Aratati ca In? - y<In —In - y2 .
2 ’ 1-sin xy 1-sin x 1-siny

: t
Solutie: Definim functia f :(— 0, In gj SR, f(t)= In(ln %) Calculand derivata a
—si
.. ) ) 2e ¢t t\y. 1+sine' . )
doua a functiei se obtine f (t)zm (Cose +e'sine )In—_t—Ze >0 deci
e” "cose 1-sine

functia este strict convexa.
Definim acum functia :

1+sinu _2u. g(0)=0, g'(u)=ucosuln 1+sinu

= i |
g(u)=(cosu +sinu) nl—sinu L coss

+2tgu >0, Vu e(O, %)

Deoarece g >0 rezulti cd f(t)>0 deci functia f este strict convexd pe domeniul de

- - 2 - 2
2 1+sin Xy:er(Inx+Iny) <ef@n0)f2ny) :|n1+5|nx |n1+5my .

definitie. Asadar, In : — —.
’ ’ 1-sinxy 1-sinx 1-siny

Fiind date doua numere reale pozitive a,b definim:

1
a®+b”\p
Mp(a,b)::( > j,p;to

a-b
Ina—Inb

L(a,b):=

M, (a,b) se numeste media generalizatd a lui a,b.
L(a,b) se numeste media logaritmici a luia si b.

Observim ci M,(a,b) este media aritmetici a lui a,b iar M ,(a,b) ne di media armonica
. - 1 . .

a luia si b.Daca p= 3 se obtine media Lorentz.

Urmitorul rezultat ne d o legitura intre L(a,b) si M p(a, b).

9) Daca p 2% atunci L(a,b)<M (a,b) pentru a, b numere reale pozitive si distincte.
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3 x3 -1

Solutie:  Fie f:fl, ©) >R, f(x)=>Inx-—-—~——=. Derivata  functiei  este
(x+1)
f'(x)= §X;14 f"(x)>0, vx>1, f(1)=0 deci f(x)>0, ¥xe(l, »). Presupunem ca
8 x(x+1)
1o a+3b) _
O<b<a, luim x=a%b * in f(x)>0 si se obtine Va3 S b .
2 Ina—Inb

10) Fie a,b>0 si x,c >1 numere reale. Aritati ca x* +x* > 2x®)

Solutie: Functia f(t)=t° este convexd in timp ce functia g(x)=x' este convexi si

crescitoare. Atunci functia h(t)=(go f Jt)=x" este convexa.
x* +x" =h(a)+h(b)> Zh(a—;bj = ZX(%bj > (@)
11) Aratati ca dacd a,b,c sunt numere reale pozitive atunci:
80 fabe < max|Va - vbf, (Vb e, (Ve -va |

Solutie: Fara a restrange generalitatea putem presupune cd a<b <c. Inegalitatea devine:
a+b+c—3%abc s3(a+c—2\/§).

Fie a, ¢ numere fixate. Definim functia:

1 5
f:la,c]>R, f(b)= 3(a+ c— 2\/5)— a—b-c+3abc, f"(b)= —%(ac)3b_3 <0,
deci functia este concava si isi atinge minimul in a sau in c.

Astfel, minimul se atinge pentru b = a sau b = c¢. Consideram cazul in care b = a.
1

3
20+?(:5c +12\/E,

Inegalitatea devine inegalitate provenitd din inegalitatea dintre media

aritmetica si media geometrica.

Analog cazul a = c.

. s . 9 < X
12) Folosind proprietétile functiilor concave sa se arate cd Inx<—, ¥x>0.
e

Solutie: Functia f(x)=Inx, x>0 este concavd pe domeniul de definitie iar graficul siu se
va afla sub tangenta in orice punct al curbei. Ecuatia tangentei in x, =e la graficul functiei

este y—1=£(x—e), y=2.
e e
13) Si se arate ci oricare ar fi t e R si xe[-1, 1] avem 2e* <e' +e™ + X(et —e’t).
Solutie: Fie f:R—R, f(x)=e%, f'(x)=te™, f"(x)=¢" (t2 +1)> 0, deci functia este
convexd, prin urmare restrictia functiei la [—1, 1] are graficul sub coarda determinatd de

punctele (1, f(-1)) si (1, f(1)). f(x)<ax+b, Vxe[-1,1].
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— t —t t -t
a+b=f() seobtine b=21% a=-%"%
—a+b=f(-1) 2 2

Folosind lema lui Galvani putem deduce urmatoarele inegalitati:

Rezolvand sistemul {

14) Fie O0<a<b<c (sau O<b<c<a, 0<c<b<a)numerele reale. Atunci:

a) aJc+bva+cvb>avb+bJc+ca

b) ab"+bc"+ca" >ac" +ba" +ch",n>1.

¢) a’b°c® >a‘c"b?

d) a(c—b) . b(a—c) .\ c(b-a)
(c+b)2a+b+c) (a+cla+2b+c) (b+a)a+b+2c)

Solutie: Lema ne spune ca pentru o functie strict convexd pe un interval avem:
1 x f(x)
1y f(y)>o0.
1z f(2)

>0.

a) Se considera functia strict convexi f :[0, ) —> R, f(x)=+/x.Aplicand lema avem:

1 a +Ja
1b\/5>0.
1 ¢ Jc

Dupa calculul determinantului se obtine inegalitatea ceruta.
b) Seia f(x)=x".
c) Prin logaritmare inegalitatea se rescrie blna+cInb+alnc>clna+binc+alnb. Functia

logaritm natural este concava, deci:
1alna

1bInb <O'
1c Inc
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